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|. Les lois continues.

1. Densité de probabilités.
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Une fonction f est une densité ou une distribution de probabilité si elle satisfait aux deux
conditions suivantes :

“+ oo
f est positive et / fl@)yde =1
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Une fonction f est une densité ou une distribution de probabilité si elle satisfait aux deux
conditions suivantes :

“+ oo
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On dit qu'une variable aléatoire X a pour densité ou distribution de probabilité la fonction
f, si pour tous nombres réels a et b tels que a < b :

P(aSng):/bf(x)dx

On dit alors que la variable aléatoire X est continue.
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Exemple n°1 : Soit X la variable aléatoire suivant une loi uniforme sur l'intervalle [0, 10].
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7 sio<x <10

O Sa densité de probabilité est définie par f(z) =
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On vérifie que cette fonction est bien une densité de probabilité car :
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@ Les probabilités correspondent a des aires sous la courbe représentant sa densité f :
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1 1,2
=/ tdt+/ (2 —t)dt
B J1

0,5

POS<T<12) = /

t2 1 tz 1,2
[—:| + {215 — —} = (0,5 — 0,125) + (1,68 — 1,5) = 0,555
2 o5 2],
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© Calcule a I'aide d'une intégrale P(T = 0,6) = / f(t)dt=0

)

Q Compare P(T <0,6) et P(T < 0,6)
P(T < 0,6) = P(T < 0,6) + P(T = 0,6) = P(T < 0,6)

Propriété

la probabilité d'un point isolé est nulle pour une variable continue. Donc, si T est une
variable aléatoire continue, alors pour tout réel a,

PT=a)=0,PT<a)=P(T<a),et PT>a)=P(T > a)
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2. Fonction de répartition.

<>

E

Etant donnée un variable aléatoire X de densité continue f, on appelle fonction de répar-
tition la fonction F' définie par Fx(z) = P(X < x) = / f(t)dt

O f@®)
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o Cas 1: z < 0. La densité est nulle sur | — oo, z], donc Fx (z) = / 0dt =0

—oo

o Cas 2 : 0 < z < 10. La densité est égale a 0,1 sur [0, z],
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o Cas 1: z < 0. La densité est nulle sur | — oo, z], donc Fx (z) = / 0dt =0

—oo
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@ Déterminons la fonction de répartition de la variable aléatoire X.
On distingue alors trois situations :

"
o Cas 1: z < 0. La densité est nulle sur | — oo, z], donc Fx (z) = / 0dt =0

—oo

o Cas 2 : 0 < z < 10. La densité est égale a 0,1 sur [0, z],

@x 0 @x @
donc Fyx (z) = / f(t)dt = / 0dt+/ 0,1dt = {o,u] —0,1z
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————
P(X<0) P(0<X<z)

o Cas 3 : z > 10. Toute la masse de probabilité est déja accumulée :
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@ Déterminons la fonction de répartition de la variable aléatoire X.
On distingue alors trois situations :

"
o Cas 1: z < 0. La densité est nulle sur | — oo, z], donc Fx (z) = / 0dt =0

—oo

o Cas 2 : 0 < z < 10. La densité est égale a 0,1 sur [0, z],

@x 0 @x @
donc Fyx (z) = / f(t)dt = / 0dt+/ 0,1dt = {o,u] —0,1z
J —oo J —oo JO o

————
P(X<0) P(0<X<z)

o Cas 3 : z > 10. Toute la masse de probabilité est déja accumulée :
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FX(;D):/ 0,1dt =
J —oo

M. Drouot Loi du khi-deux. 8/3a



|. Les lois continues.

A
0,1

o
4
Exemple n°3 : Soit X — U/([0,10]).

| 1
‘ | t
5 10 15
@ Déterminons la fonction de répartition de la variable aléatoire X.
On distingue alors trois situations :

"
o Cas 1: z < 0. La densité est nulle sur | — oo, z], donc Fx (z) = / 0dt =0

—oo

o Cas 2 : 0 < z < 10. La densité est égale a 0,1 sur [0, z],

@x 0 @x @
donc Fyx (z) = / f(t)dt = / 0dt+/ 0,1dt = {o,u] —0,1z
J —oo J —oo JO o

————
P(X<0) P(0<X<z)

o Cas 3 : z > 10. Toute la masse de probabilité est déja accumulée :
x 10 T
Fx(z) = / 0,1dt = / f(t)dt+/ £(t)dt =
J —oco —oo J10

P(X<10) P(10<X<z)
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@ Déterminons la fonction de répartition de la variable aléatoire X.
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x
o Cas 1: 2 < 0. La densité est nulle sur | — oo, 2], donc Fix (z) = / 0dt =0
J —oo

o Cas 2 : 0 < z < 10. La densité est égale a 0,1 sur [0, z],

x 0 T x
donc Fy () :/ f(t)dt = / 0dt+/ 0,1dt = [0,1t]0:0,1:c
— oo oo 0]

———
P(X<0) P(0<X<z)
o Cas 3 : x > 10. Toute la masse de probabilité est déja accumulée
x ~
F(z) = / 0,1dt = 1 +/ F(t) dt =
J - _’_/ P
o P(X<10) &/—“
P(10<X<x)
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N——
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J —oo
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o Cas 3 : x > 10. Toute la masse de probabilité est déja accumulée
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On distingue alors trois situations :

"L
o Cas 1: z < 0. La densité est nulle sur | — oo, z], donc Fx (z) = / 0dt =0

—oo
o Cas 2 : 0 < z < 10. La densité est égale a 0,1 sur [0, z],

- -0 - =
f(t)dt = / 0dt+/ 0,1dt = [O,It] —0,1x
oo — oo 0] o

N ——r
P(X<0) P(0<X<x)

donc Fx(z) = /

o Cas 3 : z > 10. Toute la masse de probabilité est déja accumulée :

x &
FX(x):/ 0,1dt = 1 + 0dt =1
—co _ 10
P(X<10)
P(10<X <z)

six <0,
Finalement, Fx (z) = si0<x<10,

si x> 10.
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A

0,1 ]
Exemple n°3 : Soit X — U/([0,10]).
: . :
5 10 15
Fx
0 six <0,
Fx(x) = 0,11’ si0<z< 10, 0,5
1 si x > 10.
0 5 10

@ En utilisant la fonction de répartition, calcule :

e P2< X <6)=P(X <6)—P(X <2)

Fx(6) — Fx(2) = 0,1 X 6 — 0,1 X 2 = 0,4

e P65 X K15)=Fx(15) — Fx(5) =1 — 0,1 X 5 = 0,5
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|. Les lois continues.

Théoréme

Si la densité est une fonction continue sauf sur un nombre fini de points de R, alors :
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(des discontinuités), la fonction de répartition, elle, lisse les choses grace a I'intégration :

Fx(z):/j fx(t)dt

Exemple n°4 : Reprenons X — U/([0,10]), on a vu que

0 siz<O,
Fx(z) =<0,1zsi 0 <2 <10, donc fx(z) =
1 siz>10.
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@ sa fonction de répartition est continue sur R, dérivable sur R sauf peut-étre ou la
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dFx
O =2
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3. L’espérance.
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o Théoréme de transfert : Si on cherche I'espérance d'une fonction de la variable X,

notée g(X) : "+ oo
B(g(X)) = / () f () dw

Exemple n°5 : Calcule I'espérance de la variable aléatoire X — 1/([0,10]).
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|. Les lois continues.

4. La variance.

-

e

Soit X une variable aléatoire continue admettant une espérance E(X). La variance de X,
notée V(X),

est définie par : V(X) = E[(X — BE(X))?] = +°o(a: — E(X))2f(x)d=
[ 1=/ _
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Soit X une variable aléatoire continue admettant une espérance E(X). La variance de X,
notée V(X),

est définie par : V(X) = E [(X — E(X))?] = /_+°°(m — E(X))2f(x) dx

Dans la pratique, on utilise presque toujours la formule de Koenig-Huygens, beaucoup plus simple
pour les calculs :
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4. La variance.

[
Soit X une variable aléatoire continue admettant une espérance E(X). La variance de X,

notée V(X),
est définie par : V(X) = E [(X — E(X))?] = /+°°(m — E(X))2f(x) dx

Dans la pratique, on utilise presque toujours la formule de Koenig-Huygens, beaucoup plus simple

pour les calculs :

V(X) = B(X?) - [B(X))?

oo
Ou, d'aprés le théoréme de transfert : F(X?) = / 22 f(x) de.

—oo

Pour revenir aux unités du probléme, on a I'écart-type : ox = /V (X)
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|. Les lois continues.

Exercice 1: On considére une variable aléatoire T suivant une loi uniforme sur l'intervalle [0, 2] :

T < U([0,2])

Q Quelle est la densité de T'?
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@ Calcule I'espérance de la variable aléatoire T'.
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ce qui est logique, I'espérance est le centre de I'intervalle [0, 2]
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Il. Loi exponentielle.

Définition

Soit A un nombre réel strictement positif. On dit qu’un variable aléatoire X suit une loi

exponentielle de paramétre A\ > 0, notée £()), si sa densité de probabilité est :
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Il. Loi exponentielle.

On calcule I'espérance en intégrant par parties :

u/(x) =

M. Drouot Loi du khi-deux.

15 /34



Il. Loi exponentielle.

On calcule I'espérance en intégrant par parties :

u/(x) =

M. Drouot Loi du khi-deux.

15 /34



Il. Loi exponentielle.

On calcule I'espérance en intégrant par parties :

M. Drouot Loi du khi-deux.

15 /34



Il. Loi exponentielle.

On calcule I'espérance en intégrant par parties :

M. Drouot Loi du khi-deux.

15 /34



Il. Loi exponentielle.

On calcule I'espérance en intégrant par parties :

M. Drouot Loi du khi-deux.

15 /34



Il. Loi exponentielle.

On calcule I'espérance en intégrant par parties :

M. Drouot Loi du khi-deux. 15 /34



Il. Loi exponentielle.

On calcule I'espérance en intégrant par parties :

u'(x) = Ae™ A u(x) = \ x - —e— A%
v(z) = v (z) =1
+ + +oo
E(X :/ zxAe M dz = {—;I:efh] - —/ e M dg
0 0 0
E(X) =
M. Drouot Loi du khi-deux.

15 /34



Il. Loi exponentielle.

On calcule I'espérance en intégrant par parties :

N C—AJ'
u/(z) = Ae™ A" u(x) = X x T —e A\
v(z) = v (z) =1
+ + +oo
E(X :/ zxAe M dz = {—;I:efh] - —/ e M dg
0 0 0
E(X) =0+

M. Drouot Loi du khi-deux. 15 /34



Il. Loi exponentielle.

On calcule I'espérance en intégrant par parties :

C—AJ'
u’(m) = e u(x) =X X = e~
v(z) ==z v (z) =1
+oo 400 oo
E(X) / zxAe M dz = {—;I:efh'] o / e M dg
0 0 0
400
E(X) = 0+/ e M dr =
0

M. Drouot Loi du khi-deux. 15 /34



Il. Loi exponentielle.

On calcule I'espérance en intégrant par parties :

M. Drouot Loi du khi-deux. 15 /34



Il. Loi exponentielle.

On calcule I'espérance en intégrant par parties :

M. Drouot Loi du khi-deux. 15 /34



Il. Loi exponentielle.

On calcule I'espérance en intégrant par parties :

~+oo e~ At +oo 1
E(X)—0+/ e*“dx:{ } ==
0 0 A
. . u(z) = u'(z) =
On calcule de mé&me en intégrant par parties :
v (x) = v(x)
E(X?) =

M. Drouot Loi du khi-deux. 15 /34



Il. Loi exponentielle.

On calcule I'espérance en intégrant par parties :

400 e— At 7T 1
E(X) —0+/ e de = { } ==
0 0 A
. . u(z) = u'(z) =
On calcule de mé&me en intégrant par parties :
v'(z) = v(z)
oo
E(X2) = / z2xAe M dx =
0

M. Drouot Loi du khi-deux. 15 /34



Il. Loi exponentielle.

On calcule I'espérance en intégrant par parties :

Az C_A‘T
u’(m) = e M u(x) =X X = e~
v(z) ==z v (z) =1
+oo 400 oo
E(X) / zxAe M dz = {—197h'] - —/ e M dg
0 0 0
400 e— At 7T 1
E(X)—0+/ e*“dx:{ } ==
0 0 A
L . u(z) = 2 u/(z) =
On calcule de mé&me en intégrant par parties :
v (x) = v(x)
oo
E(X2) :/ z2xAe M dx =
0

M. Drouot Loi du khi-deux. 15 /34



Il. Loi exponentielle.

On calcule I'espérance en intégrant par parties :

C—AJ'
u’(m) = )\C_A'/': u(x) =\ X X = 707X1:
v(z) ==z v (z) =1
+oo 400 oo
E(X) / zxAe M dz = {—197h'] - —/ e M dg
0 0 0
00 ef/\t +oo 1
E(X)—0+/ e*“dx:{ } ==
0 0 A
L . u(z) = 2 u/(z) =
On calcule de mé&me en intégrant par parties :
v () = Ae A" v(z)

400
E(X2) = / z2xAe M dx =
0

M. Drouot Loi du khi-deux. 15 /34



Il. Loi exponentielle.

On calcule I'espérance en intégrant par parties :

e C—AJ'
u’(m) = e M u(x) =X X = e~
v(z) ==z v (z) =1
+oo 400 +oo
E(X) / zxAe M dz = {—:L’efx‘l'] - —/ e M dg
0 0 0
400 ef/\t +oo 1
E(X)—0+/ e*“dx:{ } ==
0 0 A
L ) u(z) = 2 u/(z) = 2z
On calcule de mé&me en intégrant par parties :
v () = Ae A" v(z)

+
E(X2) :/ OC:E2X)\67)‘I(117:
0

M. Drouot Loi du khi-deux. 15 /34



Il. Loi exponentielle.

On calcule I'espérance en intégrant par parties :

Az C_A‘T
u’(m) = e M u(x) =X X = e~
v(z) ==z v (z) =1
+oo 400 +oo
E(X) / zxAe M dz = {—:L’efx‘l'] - —/ e M dg
0 0 0
400 ef/\t +oo 1
E(X)—0+/ e*“dx:{ } ==
0 0 A
L . u(z) = 2 u/(z) = 2z
On calcule de mé&me en intégrant par parties :
U/(ilf) — )\e—Aw ’U(LL’) _e—/\;r:

+
E(X2) :/ OC:E2X)\67)‘I(117:
0

M. Drouot Loi du khi-deux. 15 /34



Il. Loi exponentielle.

On calcule I'espérance en intégrant par parties :

Az C_A‘T
u’(m) = e M u(x) =X X = e~
v(z) ==z v (z) =1
+oo 400 +oo
E(X) / zxAe M dz = {—:L’efx‘l'] - —/ e M dg
0 0 0
400 ef/\t +oo 1
E(X)_0+/ e*“dgcz[ } =
0 0 A
L . u(z) = 2 u/(z) = 2z
On calcule de mé&me en intégrant par parties :
U/(ilf) — )\e—Aw ’U(LL’) _e—/\;r:

+
E(X2) :/ OC:E2XA67AI dr = {7I267)\T} ;roc
0

+

M. Drouot Loi du khi-deux. 15 /34



Il. Loi exponentielle.

On calcule I'espérance en intégrant par parties :

Az C_A‘T
u’(m) = e % u(x) =\ X X = 707X1:
v(z) ==z v (z) =1
+oo 400 +oo
E(X) :/ zxAe M dz = {—197h'] - —/ e M dg
0 0 0
400 ef/\t +oo 1
E(X)—0+/ e*“dx:{ } ==
0 0 A
- . u(z) = 22 u'(z) = 22
On calcule de mé&me en intégrant par parties :
U/(ilf) — )\e—Aw ’U(LL’) _e—/\;r:
oo | . + ~+oo X
E(X2) = / z2xAe M dx = {7I267)\T}0 - + 2/ ze M dr =
0 0

M. Drouot Loi du khi-deux. 15 /34



Il. Loi exponentielle.

On calcule I'espérance en intégrant par parties :

Az C_A‘T
u’(m) = e M u(x) =X X = e~
v(z) ==z v (z) =1
+oo 400 +oo
E(X) :/ zxAe M dz = {—197h'] - —/ e M da
0 0 0
400 ef/\t +oo 1
E(X)—0+/ e*“dx:{ } ==
0 0 A
L . u(z) = 2 u/(z) = 2z
On calcule de mé&me en intégrant par parties :
U/(ilf) — )\e—Aw ’U(LL’) _e—/\;r:

+ +
E(X2) = / - z2xAe M dx = {7I267)\T} e + 2/ -
0

ze M dr = £E(X) =
0 0 A

M. Drouot Loi du khi-deux. 15 /34



Il. Loi exponentielle.

On calcule I'espérance en intégrant par parties :

e C—AJ'
u’(m) = e % u(x) =\ X X = 707X1:
v(z) ==z v (z) =1
+oo 400 +oo
E(X) :/ zxAe M dz = {—197h'] - —/ e M dg
0 0 0
400 ef/\t +oo 1
E(X)—0+/ e*“dx:{ } ==
0 0 A
L ) u(z) = 2 u/(z) = 2z
On calcule de mé&me en intégrant par parties :
U/(ilf) — )\e—Aw ’U(LL’) _e—/\;r:
oo K + Foo i 2 2
E(X2) :/ 22xXe M dgp = {7I267)\T} = + 2/ re M dy = 7E(X) = —
0 0 0 A A2

M. Drouot Loi du khi-deux. 15 /34



Il. Loi exponentielle.

On calcule I'espérance en intégrant par parties :

e C—AJ'
u’(m) = e M u(x) =X X = e~
v(z) ==z v (z) =1
+oo 400 +o0
E(X) :/ zxAe M dz = {—197h'] - —/ e M dg
0 0 0
00 ef/\t +oo 1
E(X)—0+/ e*“dx:{ } ==
0 0 A
L . u(z) = 2 u/(z) = 2z
On calcule de mé&me en intégrant par parties :
U/(ilf) — )\e—Aw ’U(LL’) _e—/\;r:
oo K + Foo i 2 2
E(X2) :/ 22xXe M dgp = {7I267)\T} = +2/ re M dy = 7E(X) = —
0 0 0 A A2
D’ou V(X) =

M. Drouot Loi du khi-deux. 15 /34



Il. Loi exponentielle.

On calcule I'espérance en intégrant par parties :

Az C_A‘T
u’(m) = e M u(x) =X X = e~
v(z) ==z v (z) =1
+oo 400 +oo
E(X) :/ zxAe M dz = {—197h'] - —/ e M dg
0 0 0
00 ef/\t +oo 1
E(X)—0+/ e*“dx:{ } ==
0 0 A
L . u(z) = 2 u/(z) = 2z
On calcule de mé&me en intégrant par parties :
U/(ilf) — )\e—Aw ’U(LL’) _e—/\;r:
too . + o0 ) 2 2
E(X2) :/ 22xXe M dgp = {7I267)\T} = +2/ re M dy = 7E(X) = —
0 0 0 A A2
Dot V(X) = E(X2) — E(X)? =

M. Drouot Loi du khi-deux. 15 /34



Il. Loi exponentielle.

On calcule I'espérance en intégrant par parties :

Az C_A‘T
u’(m) = e M u(x) =X X = e~
v(z) ==z v (z) =1
+oo 400 +oo
E(X) / zxAe M dz = {—197h'] o / e M dg
0 0 0
00 ef/\t +oo 1
E(X)_0+/ e M dr = { } =
0 ) A
- . u(z) = 22 u'(z) = 22
On calcule de mé&me en intégrant par parties :
U/(ilf) — )\e—Aw ’U(LL’) _e—/\;r:
oo K + Foo i 2 2
E(X2) :/ 22xXe M dgp = {7I267)\T} = +2/ re M dy = 7E(X) = —
0 0 0 A A2
s 2 2 2 1
Dot V(X) = E(X?) - E(X)" = i

M. Drouot Loi du khi-deux. 15 /34



Il. Loi exponentielle.

On calcule I'espérance en intégrant par parties :

Az C_A‘T
u’(m) = e u(x) = A X X = 707X1:
v(z) ==z v (z) =1
+oo 400 +o0
E(X) / zxAe M dz = {—:L’efx‘l'] o / e M dg
0 0 0
400 ef/\t +oo 1
E(X)—0+/ e*“dx:{ } ==
0 ) A
L ) u(z) = 2 u/(z) = 2z
On calcule de mé&me en intégrant par parties :
U/(ilf) — )\e—Aw ’U(LL’) _e—/\;r:
oo K + Foo i 2 2
E(X2) :/ 22xXe M dgp = {7I267)\T} = +2/ re M dy = 7E(X) = —
0 0 0 A A2
' 2 2 1 1
D’ou V(X):E(XQ)fE(X) abvinbvinbv:

M. Drouot Loi du khi-deux. 15 /34



Il. Loi exponentielle.

On calcule I'espérance en intégrant par parties :

Az C_A‘T
u’(m) = e u(x) = A X X = 707X1:
v(z) ==z v (z) =1
+oo 400 +o0
E(X) / zxAe M dz = {—:L’efx‘l'] o / e M dg
0 0 0
400 ef/\t +oo 1
E(X)—0+/ e*“dx:{ } ==
0 ) A
L ) u(z) = 2 u/(z) = 2z
On calcule de mé&me en intégrant par parties :
U/(ilf) — )\e—Aw ’U(LL’) _e—/\;r:
oo K + Foo i 2 2
E(X2) :/ 22xXe M dgp = {7I267)\T} = +2/ re M dy = 7E(X) = —
0 0 0 A A2
' 2 2 1 1
D’ou V(X):E(XQ)fE(X) abvinbvinbv:

M. Drouot Loi du khi-deux. 15 /34



Il. Loi exponentielle.

nghéoréme

Si une variable aléatoire X suit une loi exponentielle de paramétre X > 0, alors :

1
A2

E(X) = % et V(X) =
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Il. Loi exponentielle.

Pour = > 0, la fonction de répartition F' est définie par :
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:gThéoréme

La fonction de répartition d'une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramétre

A >0, est:

1—e ™M siz>0
0 siz <0
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Il. Loi exponentielle.

Exemple n°6 : La variable aléatoire T suit une loi £(0,5), calcule 3 10™3 pres.

o P(T=2)=
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Il. Loi exponentielle.

EgThéoréme

La loi exponentielle est I'unique loi continue sans mémoire : Si X suit une loi exponentielle :
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Il. Loi exponentielle.

@ Pour quelle raison modélise-t-on ce genre de crue par une loi exponentielle ?
Les crues sont "sans mémoire", elle dépendent de nombreux facteurs dont principalement la
météo.

@ Détermine le paramétre de la loi exponentielle d'une crue centennale.

1 1
E(T) = 1" 100 ans donc \ = 100 = 0,01

© Quelle est la probabilité qu’une crue se produise au cours des 10 prochaines années.

P(T<t)=1—-e*donc P(T <10)=1—e %! ~1—0,9048 = 0,0952 = 9, 52%.

Il'y a 9,52% de chances (presque 1 chance sur 10) qu’une crue centennale frappe I'ouvrage
dans les 10 prochaines années.
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Il. Loi exponentielle.

Exercice 2: Dans le cadre de I'élargissement d'une autoroute périurbaine, la société d'autoroute
souhaite dimensionner une nouvelle barriére de péage automatique. Les études de trafic montrent
que lors de I'heure de pointe du matin, le flux de véhicules est fluide et continu, avec un débit
moyen de 720 véhicules par heure qui se présentent a la barriére.
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"~ 3600 secondes
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Exercice 2: Une cabine de péage automatique met un temps fixe de 15 secondes pour traiter un
véhicule (lecture du badge de télépéage ou paiement sans contact + ouverture/fermeture de la
barriére).
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© Quelle est la probabilité que le temps séparant I'arrivée de deux véhicules soit inférieur a 3
secondes 7
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— = 240 véhicules
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M. Drouot Loi du khi-deux. 22 /34



Il. Loi exponentielle.

© Dimensionnement et régle de sécurité : On considére qu’'une cabine est en situation de
"micro-surcharge" si un second véhicule se présente moins de 15 secondes aprés le précédent
(car la cabine est encore occupée a traiter le premier).

M. Drouot 23/3a



Il. Loi exponentielle.

© Dimensionnement et régle de sécurité : On considére qu’'une cabine est en situation de
"micro-surcharge" si un second véhicule se présente moins de 15 secondes aprés le précédent
(car la cabine est encore occupée a traiter le premier).

a. De combien de cabines la barriére doit-elle disposer au minimum pour absorber le flux
de I'heure de pointe sans créer un embouteillage qui grandit a l'infini ?
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© Dimensionnement et régle de sécurité : On considére qu’'une cabine est en situation de
"micro-surcharge" si un second véhicule se présente moins de 15 secondes aprés le précédent
(car la cabine est encore occupée a traiter le premier).

a. De combien de cabines la barriére doit-elle disposer au minimum pour absorber le flux

de I'heure de pointe sans créer un embouteillage qui grandit a l'infini ?

Le flux total est de 720 véhicules/heure. Si une cabine absorbe 240 véhicules/heure,
le nombre minimal de cabines pour éviter que la file d'attente ne tende vers l'infini est
720 .
de :—— = 3 cabines
240

b. Quelle est la probabilité d'une micro surcharge avec n cabines? Si on ouvre n cabines,

i

le flux est divisé par n. Le nouveau taux d'arrivée par cabine est \,, =
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P(Xp<15)=1—ec" 3 "1 =1 _c " on Xn = E(2)

¢. Quelle est la probabilité d'une micro surcharge avec 3 cabines?
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c. Quelle est la probabilité d’'une micro surcharge avec 3 cabines?

wlw

P(X3<15)=1—e"3 =1—e"1~1-0,3679 =0,6321 = 63,21%

d. Détermine le nombre minimal de cabines n a ouvrir pour que cette probabilité passe en
dessous de 1%.
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Le calcul algébrique est donc correct par rapport a l'inéquation de départ, mais le modéle
physique utilisé est imparfait. Ouvrir 299 cabines d'autoroute pour 720 voitures par heure (soit 2
voitures par heure et par cabine!) n’a aucun sens économique ou technique.
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pour absorber le flux (ici, un minimum de 3 cabines d'aprés la question 5a),
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des kilométres a |'avance sans regarder |'état du péage).

Dans la réalité (théorie des files d'attente) :

o Les usagers se dirigent intelligemment vers les cabines vides ou celles ou la file est la plus
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@ Dés lors que vous disposez d’'un nombre de cabines supérieur au strict minimum nécessaire
pour absorber le flux (ici, un minimum de 3 cabines d'aprés la question 5a), les véhicules
s’engagent dans les voies disponibles, ce qui annule les situations de micro-surcharges dés
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