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. Intégrales simples.
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. Intégrales simples.
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. Intégrales simples.
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. Intégrales simples.

o Exemple n°2 : on divise l'intervalle [a, b] en n = 40 intervalles.

A T ZZ
44 <<< Z
/l <<<
1‘0 40 -
b 39
[ 1@ do=y s
a 1=0

M. Drouot CNAM - Intégration. 3/48



. Intégrales simples.
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. Intégrales simples.
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. Intégrales simples.

zo

b—a

n

b n—1
L'intégrale de f sur [a, b] est définie par : / fl@)yde= lim > f(z;)
a n—tee I
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Il. L'intégrale double.

Considérons une fonction continue f a deux variables définie sur un rectangle [a,b] X [c,d] du
plan R? :

fi la,b] X [e,d] — R
(z,y) +— [y
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Il. L'intégrale double.

On va construire une notion d'intégrale double // f(x,y) dz dy de la fonction f sur le
R

rectangle R = [a, b] X [c, d].
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Il. L'intégrale double.

n=>5
m=06

[ @ yazay =
R
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Il. L'intégrale double.
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m——+e 0
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Il. L'intégrale double.

Exemple n°1 : Calcul d’un volume

On considére la fonction fonction continue f 3 deux va-
riables définie sur un rectangle R = [2,10] x [1,7] du plan

R2 :

f: 2,100 x 1,7 — R

—922 + 108z — 16y2 + 128y ¥ 7

(z,y) —

//f(a:,y)dmdy =
R

144
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Il. L'intégrale double.

Exemple n°1 : Calcul d’un volume

On considére la fonction fonction continue f 3 deux va-
riables définie sur un rectangle R = [2,10] x [1,7] du plan
R? :

f2100x[L7 — R <
—922 + 108z — 1692 + 128y Y7

x , —
(z,y) i

7/ (10 _922 4 108x — 16y2 + 128
//f(x,y)dmdy:/(/ z® 4 T ye + Y de
J1 U2 144

R
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Il. L'intégrale double.

Exemple n°1 : Calcul d'un volume A
On considére la fonction fonction continue f 3 deux va-
riables définie sur un rectangle R = [2,10] x [1,7] du plan
R? : g

f2100x[L7 — R <
—922 + 108z — 1692 + 128y Y7

x , —
(z,y) i

7/ (10 —_9x2? 4 108z — 16y? + 128y
dz | dy
1 2

144
1 7
144 /; (

//f(w,y)dmdy
R

10
/ —922 4 108z — 16y? + 128y dw) dy
2
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—922 + 108z — 1692 + 128y Y7

T, —
(z,y) i

7/ (10 _922 4 108x — 16y2 + 128
//f(x,y>dzdy:/(/ w7+ 108z — 16y7 + ydm) dy
J1 U2 144
R

1 7 10
= (/ —922 4 108z — 16y? + 128y dw) dy
144 /; \Js
1 7 3 2 2 =10
—— [ — 323 4 54x? — 162y> + 128my} dy
144 J; =2
1 7 5
=T ( [—160y? + 1280y +
1
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Il. L'intégrale double.
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Il. L'intégrale double.
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Il. L'intégrale double.
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Il. L'intégrale double.

Exemple n° 2 : Calculons de deux fagons différentes // cos(z +y) dedy ol R est le rectangle
R

[0,27] x [0, 7].

//cos(z+y) dedy =
R
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Il. L'intégrale double.

Exemple n°2 : // cos(x +y) dedy =0

[0,27] x [0,7]

Interprétons géométriquement cette nullité : 'intégrale est nulle, car les volumes situés sous le
plan (Oxy), sont comptés négativement alors que ceux situés au-dessus le sont positivement. Les
volumes positifs se complétent avec les volumes négatifs pour donner un volume algébrique nul.
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Il. L'intégrale double.

Exemple n° 3 : En déduire // (1+ cos(z + y)) dzdy ou R est le rectangle [0,2n] x [0,7].
R

/ (1 + cos(x + y)) dzdy =
R
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Il. L'intégrale double.
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dThéoréme : de Fubini

Si f est une fonction définie et continue sur un rectangle R = [a,b] X [c, d], alors :

b, rd d/ b
4/f<x,y> aedy= [ ["s@.v) av) az = [ (/a f(a.y) da) dy
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Il. L'intégrale double.

Exercice n°1 : Calcule de trois facons différentes chacune des deux intégrales suivantes :

T ry T 2
I= / / cos(t) sin(z) dedt et J = / / 322 sin(t) da dt
0 J0 0 J0
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Il. L'intégrale double.

Exercice n° 2 : Calcule les deux intégrales doubles suivantes lorsque R est le rectangle
[0,1] x [0, 7] :
1. // ze® sin(y) dz dy 2. //‘acsin(y)e””rcos(y> dz dy

CORRIGE :
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Exercice n° 2 : Calcule les deux intégrales doubles suivantes lorsque R est le rectangle
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1. // ze® sin(y) dz dy 2. //Isin(y)ez+cos<y> dz dy
R
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© Nous notons que l'intégrande ze® sin est a variables séparées, donc :
q g )
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q g ) H

4/ ze®” sin(y) dedy = (/Olmeﬁ dx) </07r sin(y) dy> = Bezzhx [7cos(y)]z —e—1

@ Nous notons que I'intégrande z sin e’ cos(y) — ze® sin (7 ecos(y) est aussi a variables
g Yy Yy
séparées, donc :

//xsin(y)ez+cos(y) dedy = </01 xe” dw) (/D7T sin(y)es®) dy)
R
=[xl L

car, par IPP, /:Jcez dz = ze® — /1 x e’ dox =

M. Drouot CNAM - Intégration. 15 /48



Il. L'intégrale double.

Exercice n° 2 : Calcule les deux intégrales doubles suivantes lorsque R est le rectangle
[0,1] x [0, 7] :

1. // ze® sin(y) dz dy 2. //Isin(y)ez+cos<y> dz dy
R

CORRIGE :

© Nous notons que l'intégrande ze® sin est a variables séparées, donc :
q g ) H

4/ ze®” sin(y) dedy = (/Olmeﬁ dx) </07r sin(y) dy> = Bezzhx [7cos(y)]z —e—1

@ Nous notons que I'intégrande z sin e’ cos(y) — ze® sin (7 ecos(y) est aussi a variables
g Yy Yy
séparées, donc :

//xsin(y)ez+cos(y) dedy = </01 xe” dw) (/D7T sin(y)es®) dy)
R
=[xl L

car, par IPP, /:Jcez dz = ze® — /1 x e’ dx = xze® —e”

M. Drouot CNAM - Intégration. 15 /48



Il. L'intégrale double.

Exercice n° 2 : Calcule les deux intégrales doubles suivantes lorsque R est le rectangle
[0,1] x [0, 7] :

1. // ze® sin(y) dz dy 2. //Isin(y)ez+cos<y> dz dy
R

CORRIGE :

© Nous notons que l'intégrande ze® sin est a variables séparées, donc :
q g ) H

4/ ze®” sin(y) dedy = (/Olmeﬁ dx) </07r sin(y) dy> = Bezzhx [7cos(y)]z —e—1

@ Nous notons que I'intégrande z sin e’ cos(y) — ze® sin (7 ecos(y) est aussi a variables
g Yy Yy
séparées, donc :

1 ™
//xsin(y)ez+cos(y) drdy = (/ xze” dw) (/ sin(y)es®) dy)
0 0
R

™

=[e-ve] <[ =

car, par IPP, /:Jcez dz = ze® — /1 x e’ dx = xze® —e”

M. Drouot CNAM - Intégration. 15 /48



Il. L'intégrale double.

Exercice n° 2 : Calcule les deux intégrales doubles suivantes lorsque R est le rectangle
[0,1] x [0, 7] :

1. // ze® sin(y) dz dy 2. //Isin(y)ez+cos<y> dz dy
R

CORRIGE :

© Nous notons que l'intégrande ze® sin est a variables séparées, donc :
q g ) H

4/ ze®” sin(y) dedy = (/Olmeﬁ dx) </07r sin(y) dy> = Bezzhx [7cos(y)]z —e—1

@ Nous notons que I'intégrande z sin e’ cos(y) — ze® sin (7 ecos(y) est aussi a variables
g Yy Yy
séparées, donc :

1 ™
//xsin(y)ez+cos(y) drdy = (/ xze” dw) (/ sin(y)es®) dy)
0 0
R

- [ x [ -

car, par IPP, /:Jcez dz = ze® — /1 x e’ dx = xze® —e”

M. Drouot CNAM - Intégration. 15 /48



Il. L'intégrale double.

Exercice n° 2 : Calcule les deux intégrales doubles suivantes lorsque R est le rectangle
[0,1] x [0, 7] :

1. // ze® sin(y) dz dy 2. //Isin(y)ez+cos<y> dz dy
R

CORRIGE :

© Nous notons que l'intégrande ze® sin est a variables séparées, donc :
q g ) H

4/ ze®” sin(y) dedy = (/Olmeﬁ dx) </07r sin(y) dy> = Bezzhx [7cos(y)]z —e—1

@ Nous notons que I'intégrande z sin e’ cos(y) — ze® sin (7 ecos(y) est aussi a variables
g Yy Yy
séparées, donc :

1 ™
//xsin(y)ez+cos(y) drdy = (/ xze” dw) (/ sin(y)es®) dy)
0 0
R

= [(:p — l)e””](l) X [—ecos(y)};r =—e¢lte

car, par IPP, /:Jcez dz = ze® — /1 x e’ dx = xze® —e”

M. Drouot CNAM - Intégration. 15 /48



Il. L'intégrale double.

Exercice n° 3 : Calcule les intégrales suivantes :

2 r3 dzdy
° [| aiyi
0/0/_1xyda:dy @ry+1)?

[0,1]2

1 ry
Q /1/ (222 + 3y) dxdy o // i dzdy
—1J—y "

[=1,1]x(1,2]

CORRIGE :
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Il. L'intégrale double.

1. Intégrale double sur un domaine quelconque.

- 2.0
%@ Définition:
On dit que f : D — R est intégrable dans D s'il existe un rectangle R contenant D tel

f(z,y) si(z,y) €D

0 si (z.y) € R\ D est intégrable sur lef

que la fonction f définie sur R par : f = {
rectangle R.
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Il. L'intégrale double.

Définition:

On dit qu'un domaine D C R? est

o régulier selon I'axe des « s'il est délimité par deux droites horizontales y = c et y = d,
et deux courbes continues z = 1 (y) et = pa(y) avec p1(y) < p2(y) pour tout
y € [c, d], autrement dit :
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y € [c, d], autrement dit :

D = {(z,y) € R? tels que y € [c,d], v1(y) <z < p2(y)}

o régulier selon |'axe des y s'il est délimité par deux droites verticales z = a et x = b, et
deux courbes continues y = 11 (z) et y = a(x) avec Y1 (z) < 12(x) pour tout
z € [a, b], autrement dit :

D = {(x,y) € R? tels que = € [a,b], ¥1(x) <y < P2(x)}

o régulier s'il I'est par rapport a I'axe des = ou des y.
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Il. L'intégrale double.

Yy
A
T \ / -
Yoo P—— - - - -~ ~ - -~ —
3 p2(y)
1 / f(z,y) dz
! \ 7 e1(y)
B I 3 /o

t

»1(y) p2(y)

Domaine régulier selon I'axe des x.
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Il. L'intégrale double.

Yo (x)

Domaine régulier selon I'axe des y.
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Il. L'intégrale double.

nghéoréme : de Fubini pour les domaines réguliers

Si f est une fonction continue sur un domaine régulier D selon |'axe des z, alors :

] 1@ doay :'/a b([p v:’) F(@, ) dm) dy
A .




Il. L'intégrale double.

nghéoréme : de Fubini pour les domaines réguliers

Si f est une fonction continue sur un domaine régulier D selon |'axe des z, alors :

] 1@ doay :'/a b([p v:’) F(@, ) dm) dy
A .

Si f est une fonction continue sur un domaine régulier D selon I'axe des y, alors :

[] 1@ avay = / d( /:(S) (@) dy) dz
D

M. Drouot CNAM - Intégration. 22 /48



Il. L'intégrale double.

1,1
Exemple n°4 : On considére I'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
—1Jz2

1 1
@ Interprétons graphiquement les bornes de cette intégrale : I = / </ f(z,y) dy> dx
J—1\Jx2

A

1+
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Il. L'intégrale double.

1,1
Exemple n°4 : On considére I'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
—1Jz2

1 1
@ Interprétons graphiquement les bornes de cette intégrale : I = / </ f(z,y) dy> dx
J—1\Jx2

1
/ [z, y) dy

Pour chaque = € [—1, 1], y varie entre 22 et 1.
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Il. L'intégrale double.

1,1
Exemple n°4 : On considére I'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
—1Jz2

1 1
@ Interprétons graphiquement les bornes de cette intégrale : I = / </ f(z,y) dy> dx
J—1\Jx2

1
/ [z, y) dy

Pour chaque = € [—1, 1], y varie entre 22 et 1.

—1 x 1

@ Le domaine d'intégration est-il régulier ? Si oui, selon quel axe?
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Il. L'intégrale double.

1,1
Exemple n°4 : On considére I'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
—1Jz2

1 1
@ Interprétons graphiquement les bornes de cette intégrale : I = / </ f(z,y) dy> dx
J—1\Jx2

1
/ [z, y) dy

Pour chaque = € [—1, 1], y varie entre 22 et 1.

—1 x 1

@ Le domaine d'intégration est-il régulier ? Si oui, selon quel axe?

Le domaine est régulier selon I'axe des y
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Il. L'intégrale double.

1,1
Exemple n°4 : On considére I'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
—1Jz2

© Exprimons cette intégrale double pour que son domaine d'intégration soit régulier selon I'axe
des x.

Y
A

1+

Y
8
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Il. L'intégrale double.

1,1
Exemple n°4 : On considére I'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
—1Jz2

© Exprimons cette intégrale double pour que son domaine d'intégration soit régulier selon I'axe

des x.
Yy
A
1
VY
/ f(z,y) dz
Sy
Pour chaque y € [0, 1], = varie entre —,/y et \/¥.
: Y.
1= ([ @y az ) ay
-1 —yy ey o1 o \J—vzm
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Il. L'intégrale double.

1,1
Exemple n°4 : On considére I'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
—1Jz2

Q Déterminons I pour f(z,y) = 22 en utilisant

(a) le domaine régulier selon I'axe des y :
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1,1
Exemple n°4 : On considére I'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
—1Jz2

Q Déterminons I pour f(z,y) = 22 en utilisant

(a) le domaine régulier selon I'axe des y :

1o,
I:/ / z° dydx =
J—1J22
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—1Jz2

Q Déterminons I pour f(z,y) = 22 en utilisant

(a) le domaine régulier selon I'axe des y :

1o, 1 2 11
1= / / z° dydx = / [m y} de =
J_1Jx2 J_1 x2
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(a) le domaine régulier selon I'axe des y :
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1= / / x? dydz = / [mzy} de = / (mz — 334) dae =
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Exemple n°4 : On considére I'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
—1Jz2

Q Déterminons I pour f(z,y) = 22 en utilisant

(a) le domaine régulier selon I'axe des y :

R B 2 11 B 2 a N 51*
1= z° dydx = / @ dae = / z°—x )de = | — — —
/_1,/& Y J_a [ y}mz ], ) 3 5],

2 2\ 4
T 15 15/~ 15

(b) le domaine régulier selon I'axe des z :
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(a) le domaine régulier selon I'axe des y :

1= [ et avar= [1 %]} 0o = [ @f st ae = |2 =]
= x T = x T = z° —x T = —
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2 2\ 4
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VY

1 vy, 1| g3
I:// x dmdy:/ — dy =
7o IV 7o 3 -V
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Exemple n°4 : On considére I'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
—1Jz2

Q Déterminons I pour f(z,y) = 22 en utilisant

(a) le domaine régulier selon I'axe des y :

1,1 1 1 1 3 571
I= / / z? dyde = / [mzy} de = / (2® —2*) dz = z_z
J—1J22 J—-1 z2 J_1 3 5 .

2 2\ 4
T 15 15/~ 15

(b) le domaine régulier selon I'axe des z :

1 T 1 [ 3V 1 _
I:// mzdmdy:/ z dy:/ (M_ y\@)
Jo J—m Jo | 3| _ Jo 3 3

VY
,/ 7y2 dy =
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—1Jz2
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(a) le domaine régulier selon I'axe des y :

1,1 1 1 1 3 571
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2 2\ 4
T 15 15/~ 15

(b) le domaine régulier selon I'axe des z :

1 VT 1 371VY 1 _
1= [ o azay = [ {%} ay= [ (B - =)
Jo J—ym Jo v Jo
1
/ £a 2 [yt |
= vidy=g i3 4| =
o
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1 1 1
I= / / x? dydz = / [mzy}
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T 15 15/~ 15

(b) le domaine régulier selon I'axe des z :

1
12 dm:/ (:cz—
@ J_1

1 VT 1 371VY 1 _
I:// 2 dmdy:/ z dy:/ (M_ y\@)
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2
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(b) le domaine régulier selon I'axe des z :

1
12 dm:/ (:cz—
@ J_1

1 VT 1 371VY 1 _
I:// 2 dmdy:/ z dy:/ (M_ y\@)
Jo J—ym Jo 3 Jo 3 3

2
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3 =3 5 =
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Il. L'intégrale double.

1,1
Exemple n°4 : On considére I'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
—1Jz2

@ Calculons cette intégrale double avec f(z,y) =1:
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Exemple n°4 : On considére I'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
—1Jz2

@ Calculons cette intégrale double avec f(z,y) =1:

1,1 1 1 1 )
I:/ / dyd :/ d :/ 1-— dae =
J—1Jz2 v J—1 {yL}z “ .—1( 2%) de
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Exemple n°4 : On considére I'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
—1Jz2

@ Calculons cette intégrale double avec f(z,y) =1:

1 1 1 1 1 2371
_ — — _ p2 — =
I_(/—L/a;? dydm_/_1 {ylcz dw_/_l(l :B)da:_ {m 3}_1
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Il. L'intégrale double.

1,1
Exemple n°4 : On considére I'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
—1Jz2

@ Calculons cette intégrale double avec f(z,y) =1:
1 1 1 1 1 371
I:/ / dy d=x / {y} dm:/ (1—w2)dw:[m—w}
J—1Ja2 J—1 z2 J—1 -1
2 < 2) 4
! 3) 3

@ Que dire de cette derniére intégrale double 7
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Il. L'intégrale double.

1,1
Exemple n°4 : On considére I'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
—1Jz2

@ Calculons cette intégrale double avec f(z,y) =1:
1 1 1 1 1 371
I:/ / dy dx / [y} dw:/ (1—w2)dm:[:v—w}
J—1/z2 J—1 z2 J—1 -1
2 < 2) 4
! 3) 3

@ Que dire de cette derniére intégrale double ? Elle donne I'aire du domaine.

M. Drouot
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Il. L'intégrale double.

1 px
Exercice n°4 : On considére l'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
0 Jax2

@ Dessine le domaine d’intégration D dans un repére adapté.
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Il. L'intégrale double.

1 px
Exercice n°4 : On considére l'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
0 Jax2
@ Dessine le domaine d’intégration D dans un repére adapté.

Y
A

N y==2

> T



Il. L'intégrale double.

1 px
Exercice n°4 : On considére l'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
0 Jax2
@ Dessine le domaine d’intégration D dans un repére adapté.

Y
A

1+

N y==2

> T

FOJ NP NS



Il. L'intégrale double.

1 px
Exercice n°4 : On considére l'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
0 Jax2
@ Dessine le domaine d’intégration D dans un repére adapté.

Y
A

N y==2

> T

FOJ NP ~ e —



Il. L'intégrale double.

1 px
Exercice n°4 : On considére l'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
0 Jax2

@ Dessine le domaine d’intégration D dans un repére adapté.

Y
A
1 +
//@
N y =2’
e
"
/ f(z,y) dy
.’132
22 e e .
1 Domaine régulier selon I'axe des y.
; t > T
0 T 1
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Il. L'intégrale double.

1 px
Exercice n°4 : On considére l'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
0 Jax2

@ Calcule cette intégrale avec f(z,y) = 16z + 10y
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Il. L'intégrale double.

1 px
Exercice n°4 : On considére l'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
0 Jax2

@ Calcule cette intégrale avec f(z,y) = 16z + 10y

1 rx
I= / / (16z+10y) dydz =
0 Ja2
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Il. L'intégrale double.

1 px
Exercice n°4 : On considére l'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
0 Jax2
@ Calcule cette intégrale avec f(z,y) = 16z + 10y

1 px 1 y=x
1= / / (16x+10y) dydx = / [161’y+5y2] dz =
0 Ja2 0

y=w2
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Il. L'intégrale double.

1 px
Exercice n°4 : On considére l'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
0 Jax2

@ Calcule cette intégrale avec f(z,y) = 16z + 10y

1 px 1 y=x "1
/ / (16x+10y) dydx = / [161’y+5y2] dz = / (21962) — (16x3+5x4) dz
0Jx 0 0

2 y=x2

I
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Il. L'intégrale double.

1 px
Exercice n°4 : On considére l'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
0 Jax2

@ Calcule cette intégrale avec f(z,y) = 16z + 10y

1 px 1 y=c "1
1:// (162 +10y) dydz:/ [162y+59?] dx:/ (2122) — (162° + 524) dx
0 Jx? 0 0

y=w2

1
= / —5z% — 1623 4 2122 dz =
0
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Il. L'intégrale double.

1 px
Exercice n°4 : On considére l'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
0 Jax2

@ Calcule cette intégrale avec f(z,y) = 16z + 10y

1 px 1 y=c "1
1:// (162 +10y) dydz:/ [162y+59?] dx:/ (2122) — (162° + 524) dx
0 Jx? 0 0

y=a?

1 1
= / —5z% — 1623 4 2122 dz = [—w5—4x4+7x3}0:
0
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Il. L'intégrale double.

1 px
Exercice n°4 : On considére l'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
0 Jax2

@ Calcule cette intégrale avec f(z,y) = 16z + 10y
1 px 1 y=z 1
I= / / (16x+10y) dydx = / [161’y+5y2] dz = / (21962) — (16x3+5x4) dz
0 Ja2 0 y=x2 0

1 1
:/ 52t — 1643 + 2122 dz = [—w5—4x4+7x3}0:2—0:2
0
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Il. L'intégrale double.

1 px
Exercice n°4 : On considére l'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
0 Jax2
@ Calcule cette intégrale avec f(z,y) = 16z + 10y
1 ra 1 — 1
1= / / (16x+10y) dydx = / [161’y+5y2] dz = / (21962) — (16x3+5x4) dz
0 Ja2 0 y=a? 0
1 1
= / —52% — 1623 + 2122 dz = [—w5—4x4+7x3}0:2—0:2

0

© Retrouve ce résultat en intégrant le domaine selon 'autre axe.
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Il. L'intégrale double.

1 px
Exercice n°4 : On considére l'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
0 Jax2

© Retrouve ce résultat en intégrant le domaine selon 'autre axe.

<

T

N y =a?

+ > T
0 1

1,y 1 = 1
I= // (162-+10y) dxdy:/ [sz%rloacyrr ﬂdy:/ (8y+10y+/) — (1842) dy
0Jy z 0

0 =y



Il. L'intégrale double.

1 px
Exercice n°4 : On considére l'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
0 Jax2

© Retrouve ce résultat en intégrant le domaine selon 'autre axe.

<

T

N y =a?

+ > T
0 1

1,y 1 = 1
I= // (162-+10y) dxdy:/ [sz%rloacyrr ﬂdy:/ (8y+10y+/) — (1842) dy
0Jy z 0

0 =y



Il. L'intégrale double.

1 px
Exercice n°4 : On considére l'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
0 Jax2

© Retrouve ce résultat en intégrant le domaine selon 'autre axe.

<

T

) y=z

+ > T

0 ;Z/ N 1
1,y 1 = 1
1= / / (16z+10y) dzdy = / [8z2+10xy] ! ﬂdy = / (8y+ IOy\/yj) — (18y2) dy
0Jy z 0

0 =y



Il. L'intégrale double.

1 px
Exercice n°4 : On considére l'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
0 Jax2

© Retrouve ce résultat en intégrant le domaine selon 'autre axe.

Yy
A
1+
%
N y =a?
Vi .
/ f(z,y) dz ol y varie entre O et 1.
y
U :
3 | Domaine régulier selon I'axe des x.
! ; } >z
0 y NG 1
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Il. L'intégrale double.

1 px
Exercice n°4 : On considére l'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
0 Jax2

© Retrouve ce résultat en intégrant le domaine selon 'autre axe.

Yy
A
1+
%
N y =a?
Vi .
/ f(z,y) dz ol y varie entre O et 1.
y
U :
3 | Domaine régulier selon I'axe des x.
! ; } >z
0 y NG 1
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Il. L'intégrale double.

1 px
Exercice n°4 : On considére l'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
0 Jax2

© Retrouve ce résultat en intégrant le domaine selon 'autre axe.

Yy
A
1+
//@
N y =a?
f(z,y) dz ol y varie entre 0 et 1.
Yy
U :
3 | Domaine régulier selon I'axe des x.
! ; } >z
0 Y N 1

1 vy
I= / / (16z+10y) dzdy =
0Jy
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Il. L'intégrale double.

1 px
Exercice n°4 : On considére l'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
0 Jax2

© Retrouve ce résultat en intégrant le domaine selon 'autre axe.

Yy
A
14
y %
Y y=a?
f(z,y) dz ol y varie entre 0 et 1.
y
U :
3 3 Domaine régulier selon I'axe des x.
! ; i >z
0 Y N 1
1 rvy 1 T=\/1
I= // (16x+10y) dxdy:/ [8z2+10xy] \ﬁdy:
0Jy 0 =y
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Il. L'intégrale double.

1 px
Exercice n°4 : On considére l'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
0 Jax2

© Retrouve ce résultat en intégrant le domaine selon 'autre axe.

Yy
A
14
/@
Y, y=a?
f(z,y) dz ol y varie entre 0 et 1.
y
T ey :
3 3 Domaine régulier selon I'axe des x.
! ; i >z
0 y Vi 1
1 VT 1 = /7 1
I= / / (162+10y) dzdy = / [sz%rloacyrr YWy :/ (8y+10y+/) — (1842) dy
0Jy 0 z=y 0
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Il. L'intégrale double.

1 px
Exercice n°4 : On considére l'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
0 Jax2

© Retrouve ce résultat en intégrant le domaine selon 'autre axe.

1 VT 1 o 1
/ / (16x+10y) dedy = / [8362 + lﬂxy] VY dy = / (By+10y/y) — (18y2) dy
0Jy 0

0 =Y

~
I
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Il. L'intégrale double.

1 px
Exercice n°4 : On considére l'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
0 Jax2

© Retrouve ce résultat en intégrant le domaine selon 'autre axe.

1 vy 1 . 1
1:// (162+10y) d:vdy:/ [822+102y]” ﬂdy:/ (8y+10y./5) — (18?) dy
0y 0 0

=y

1
:/ —18y2—&-é%y—i—lOyS/2 dy =
0
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Il. L'intégrale double.

1 px
Exercice n°4 : On considére l'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
0 Jax2

© Retrouve ce résultat en intégrant le domaine selon 'autre axe.

1 vy 1 . 1
1:// (162+10y) d:vdy:/ [822+102y]” ﬂdy:/ (8y+10y./5) — (18?) dy
0y 0 0

=y

1 2,571
/ —18y? + 8y + 10y3/2 dy = [—63/3 +4y? + 1072 5}
0 ) 0
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Il. L'intégrale double.

1 px
Exercice n°4 : On considére l'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
0 Jax2

© Retrouve ce résultat en intégrant le domaine selon 'autre axe.

1 vy 1 . 1
1:// (162+10y) d:vdy:/ [822+102y]” ﬂdy:/ (8y+10y./5) — (18?) dy
0y 0 0

=y

1 2,571
- / —18y? + 8y + 10y3/2 dy = [—63/3 +4y? + 1072 5}
0 ) 0

= [—6y3+4y2+4y2\/§};:
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Il. L'intégrale double.

1 px
Exercice n°4 : On considére l'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
0 Jax2

© Retrouve ce résultat en intégrant le domaine selon 'autre axe.

1 vy 1 . 1
1:// (162+10y) d:vdy:/ [822+102y]” ﬂdy:/ (8y+10y./5) — (18?) dy
0y 0 0

=y

1 2,571
- / —18y? + 8y + 10y3/2 dy = [—63/3 +4y? + 1072 5}
0 ) 0

3 2 2 ]t
= [ 6y +4y? + 42vy] =2-0=2
Q Détermine I'aire du domaine d'intégration.

A=
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Il. L'intégrale double.

1 px
Exercice n°4 : On considére l'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
0 Jax2

© Retrouve ce résultat en intégrant le domaine selon 'autre axe.

1 vy 1 . 1
1:// (162+10y) d:vdy:/ [822+102y]” ﬂdy:/ (8y+10y./5) — (18?) dy
0y 0 0

=y

1 2,571
- / —18y? + 8y + 10y3/2 dy = [—63/3 +4y? + 1072 5}
0 ) 0

1
= [—oy® +ay? + 42y =2-0=2

Q Détermine I'aire du domaine d'intégration.

1 rx
Az// dydz =
0 Ja?2
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Il. L'intégrale double.

1 px
Exercice n°4 : On considére l'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
0 Jax2

© Retrouve ce résultat en intégrant le domaine selon 'autre axe.

1 vy 1 . 1
1:// (162+10y) d:vdy:/ [822+102y]” ﬂdy:/ (8y+10y./5) — (18?) dy
0y 0 0

=y

1 2,571
- / —18y? + 8y + 10y3/2 dy = [—63/3 +4y? + 1072 5}
0 ) 0

1
= [—oy® +ay? + 42y =2-0=2

Q Détermine I'aire du domaine d'intégration.

1 px 1 —
am [ [ e
0 Ja2 0 y=a2
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Il. L'intégrale double.

1 px
Exercice n°4 : On considére l'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
0 Jax2

© Retrouve ce résultat en intégrant le domaine selon 'autre axe.

1 vy 1 . 1
1:// (162+10y) d:vdy:/ [822+102y]” ﬂdy:/ (8y+10y./5) — (18?) dy
0y 0 0

=y

1 2,571
- / —18y? + 8y + 10y3/2 dy = [—63/3 +4y? + 1072 5}
0 ) 0

1
= [—oy® +ay? + 42y =2-0=2

Q Détermine I'aire du domaine d'intégration.

1 rzx 1 y=x 1
A= // dydz = / [y] de = / (z —2?) de =
0 Ja? 0 y=a? 0
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Il. L'intégrale double.

1 px
Exercice n°4 : On considére l'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
0 Jax2

© Retrouve ce résultat en intégrant le domaine selon 'autre axe.

1 vy 1 . 1
1:// (162+10y) d:vdy:/ [822+102y]” ﬂdy:/ (8y+10y./5) — (18?) dy
0y 0 0

=y

1 2,571
- / —18y? + 8y + 10y3/2 dy = [—63/3 +4y? + 1072 5}
0 ) 0

1
= [—oy® +ay? + 42y =2-0=2

Q Détermine I'aire du domaine d'intégration.

1z 1 = 1 2 371
A:// dydz:/ [y]y ’ dx:/ (z —2?) de = [I—fx—} =
0 Ja2? 0 y=a? 0 2 3 Jo
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Il. L'intégrale double.

1 px
Exercice n°4 : On considére l'intégrale double I = / / f(z,y) dydx
0 Jax2

© Retrouve ce résultat en intégrant le domaine selon 'autre axe.

1 vy 1 . 1
1:// (162+10y) d:vdy:/ [822+102y]” ﬂdy:/ (8y+10y./5) — (18?) dy
0y 0 0

=y

1 2,571
- / —18y? + 8y + 10y3/2 dy = [—63/3 +4y? + 1072 5}
0 ) 0

1
= [—oy® +ay? + 42y =2-0=2

Q Détermine I'aire du domaine d'intégration.

1 pz 1 — 1 2 391 1
Az// dydz:/ [y]y ‘ dx:/ (:137:132) dz = [I—fx—} ==
0 Ja2 0 y=a2 0 2 3lo 6
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Il. L'intégrale double.

2. Passage en coordonnées polaires.
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Il. L'intégrale double.

2. Passage en coordonnées polaires.
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. coordonnée coordonnée
Point ;

o
S radiale ' angulaire
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150

180°

300

M. Drouot CNAM - Intégration. 32/48



Il. L'intégrale double.

2. Passage en coordonnées polaires.
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. coordonnée coordonnée
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Il. L'intégrale double.

2. Passage en coordonnées polaires.

90°

. coordonnée coordonnée
Point ;

o
S radiale ' angulaire

Les coordonnées radiales, notées p ou r ex-
o priment la distance entre le point et |'origine
du repére appelé pdle.

150

180°

300
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Il. L'intégrale double.

150

2. Passage en coordonnées polaires.

()
o
=]

o
S

180°

300

M. Drouot

radiale

. coordonnée
Point ;

)

coordonnée
angulaire

)

Les coordonnées radiales, notées p ou r ex-
priment la distance entre le point et I'origine

du repére appelé pdle.

Les coordonnées angulaires,
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Il. L'intégrale double.

150

2. Passage en coordonnées polaires.

()
o
=]

o
S

180°

300

M. Drouot

radiale

. coordonnée
Point ;

)

coordonnée
angulaire

)

Les coordonnées radiales, notées p ou r ex-
priment la distance entre le point et I'origine

du repére appelé pdle.

Les coordonnées angulaires, notées 0
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Il. L'intégrale double.

2. Passage en coordonnées polaires.

90°

. coordonnée coordonnée
Point . ; .
radiale angulaire

o
S

Les coordonnées radiales, notées p ou r ex-
o priment la distance entre le point et |'origine
du repére appelé pdle.

150

Les coordonnées angulaires, notées 0 égale-
p° ment appelé angle polaire exprime la mesure,

180°

(L\S)O 300
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Il. L'intégrale double.

150

. Passage en coordonnées polaires.

90°

o
S

radiale

. coordonnée
Point ;

)

coordonnée
angulaire

)

Les coordonnées radiales, notées p ou r ex-
priment la distance entre le point et I'origine

du repére appelé pdle.

Les coordonnées angulaires, notées 0 égale-

180° 4 p° ment appelé angle polaire exprime la mesure,
dans le sens trigonométrique, de I'angle formé
par la demi droite d’angle (O°),
O
rL\Q 500
S
NG [
& S
o
o
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Il. L'intégrale double.

2. Passage en coordonnées polaires.

90°

. coordonnée coordonnée
Point . ; .
radiale angulaire

o
S

Les coordonnées radiales, notées p ou r ex-
o priment la distance entre le point et |'origine
du repére appelé pdle.

150

Les coordonnées angulaires, notées 0 égale-

p°  ment appelé angle polaire exprime la mesure,
dans le sens trigonométrique, de I'angle formé
par la demi droite d’angle (O°), appelée axe
polaire et le point.

180°

rL\QO 300
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Il. L'intégrale double.

2. Passage en coordonnées polaires.

90°

. coordonnée coordonnée
Point . ; .
radiale angulaire

o
S

Les coordonnées radiales, notées p ou r ex-
o priment la distance entre le point et |'origine
du repére appelé pdle.

150

Les coordonnées angulaires, notées 0 égale-

p°  ment appelé angle polaire exprime la mesure,
dans le sens trigonométrique, de I'angle formé
par la demi droite d’angle (O°), appelée axe
polaire et le point.

180°

\S)o 300 B i
o En coordonnées polaires, on a :

o A
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Il. L'intégrale double.

2. Passage en coordonnées polaires.

90°

. coordonnée coordonnée
Point . ; .
radiale angulaire

o
S

Les coordonnées radiales, notées p ou r ex-
o priment la distance entre le point et |'origine
du repére appelé pdle.

150

Les coordonnées angulaires, notées 0 égale-

p°  ment appelé angle polaire exprime la mesure,
dans le sens trigonométrique, de I'angle formé
par la demi droite d’angle (O°), appelée axe
polaire et le point.

180°

\S)o 300 B i
o En coordonnées polaires, on a :

o A(3;30°)
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Il. L'intégrale double.

2. Passage en coordonnées polaires.

90°

. coordonnée coordonnée
Point . ; .
radiale angulaire

o
S

Les coordonnées radiales, notées p ou r ex-
o priment la distance entre le point et |'origine
du repére appelé pdle.

150

Les coordonnées angulaires, notées 0 égale-

p°  ment appelé angle polaire exprime la mesure,
dans le sens trigonométrique, de I'angle formé
par la demi droite d’angle (O°), appelée axe
polaire et le point.

180°

\S)o 300 B i
o En coordonnées polaires, on a :
O
S A(3; 30°
S L 2, o A(3;30°)
3
2 e B
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Il. L'intégrale double.

2. Passage en coordonnées polaires.

90°

. coordonnée coordonnée
Point ;

o
S radiale ' angulaire

Les coordonnées radiales, notées p ou r ex-
o priment la distance entre le point et |'origine
du repére appelé pdle.

150

Les coordonnées angulaires, notées 0 égale-
4 p° ment appelé angle polaire exprime la mesure,
dans le sens trigonométrique, de I'angle formé
par la demi droite d’angle (O°), appelée axe
polaire et le point.

180°

57
A o En coordonnées polaires, on a :
o . o
q?? 1 2, o A(3;30°)
3 o B(4;210°)
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Il. L'intégrale double.

2. Passage en coordonnées polaires.

90°

. coordonnée coordonnée
Point ;

o
S radiale ' angulaire

Les coordonnées radiales, notées p ou r ex-
o priment la distance entre le point et |'origine
du repére appelé pdle.

150

Les coordonnées angulaires, notées 0 égale-
4 p° ment appelé angle polaire exprime la mesure,
dans le sens trigonométrique, de I'angle formé
par la demi droite d’angle (O°), appelée axe
polaire et le point.

180°

57
A o En coordonnées polaires, on a :
o
C\?? + 2, ° A(S; 300) o C
a(‘) e B(4;210°)
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Il. L'intégrale double.

2. Passage en coordonnées polaires.

90°

. coordonnée coordonnée
Point ;

o
S radiale ' angulaire

Les coordonnées radiales, notées p ou r ex-
o priment la distance entre le point et |'origine
du repére appelé pdle.

150

Les coordonnées angulaires, notées 0 égale-
4 p° ment appelé angle polaire exprime la mesure,
dans le sens trigonométrique, de I'angle formé
par la demi droite d’angle (O°), appelée axe
polaire et le point.

180°

57
A o En coordonnées polaires, on a :
o
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Il. L'intégrale double.

2. Passage en coordonnées polaires.

90°

. coordonnée coordonnée
Point ;

o
S radiale ' angulaire

Les coordonnées radiales, notées p ou r ex-
o priment la distance entre le point et |'origine
du repére appelé pdle.

150

Les coordonnées angulaires, notées 0 égale-
4 p° ment appelé angle polaire exprime la mesure,
dans le sens trigonométrique, de I'angle formé
par la demi droite d’angle (O°), appelée axe
polaire et le point.

180°

57
A o En coordonnées polaires, on a :
o
q?? 1 2, o A(3;30°) e C(1;150°)
5:) e B(4;210°) e O
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Il. L'intégrale double.

2. Passage en coordonnées polaires.

90°

. coordonnée coordonnée
Point ;

o
S radiale ' angulaire

Les coordonnées radiales, notées p ou r ex-
o priment la distance entre le point et |'origine
du repére appelé pdle.

150

Les coordonnées angulaires, notées 0 égale-
4 p° ment appelé angle polaire exprime la mesure,
dans le sens trigonométrique, de I'angle formé
par la demi droite d’angle (O°), appelée axe
polaire et le point.

180°

57
A o En coordonnées polaires, on a :
o
q?? & 2, o A(3;30°) e C(1;150°)
3 e B(4;210°) e 0(0;0)
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Il. L'intégrale double.

%Passage des coordonnées polaires en coordonnées cartésiennes :

Le point M de coordonnées polaires :




Il. L'intégrale double.

%Passage des coordonnées polaires en coordonnées cartésiennes :

Le point M de coordonnées polaires : (13 0)




Il. L'intégrale double.

%Passage des coordonnées polaires en coordonnées cartésiennes :
Le point M de coordonnées polaires : (13 0)

est placé sur le cercle trigonométrique, donc




Il. L'intégrale double.

%Passage des coordonnées polaires en coordonnées cartésiennes :
Le point M de coordonnées polaires : (13 0)
est placé sur le cercle trigonométrique, donc

A

ses coordonnées cartésiennes sont




Il. L'intégrale double.

%Passage des coordonnées polaires en coordonnées cartésiennes :
Le point M de coordonnées polaires : (13 0)
est placé sur le cercle trigonométrique, donc

cos(6)
sin(0)

A

ses coordonnées cartésiennes sont




Il. L'intégrale double.

%Passage des coordonnées polaires en coordonnées cartésiennes :
Le point M de coordonnées polaires : (13 0)

est placé sur le cercle trigonométrique, donc
cos(6)

ses coordonnées cartésiennes sont | |
sin(0)

Le point A de coordonnées polaires :




Il. L'intégrale double.

%Passage des coordonnées polaires en coordonnées cartésiennes :
Le point M de coordonnées polaires : (13 0)

est placé sur le cercle trigonométrique, donc
cos(6)

ses coordonnées cartésiennes sont | |
sin(0)

Le point A de coordonnées polaires : (p; ).




Il. L'intégrale double.

%Passage des coordonnées polaires en coordonnées cartésiennes :
Le point M de coordonnées polaires : (13 0)
est placé sur le cercle trigonométrique, donc

cos(6)

ses coordonnées cartésiennes sont | |
sin(0)

Le point A de coordonnées polaires : (p; ).

Ses coordonnées cartésiennes sont




Il. L'intégrale double.

%Passage des coordonnées polaires en coordonnées cartésiennes :
Le point M de coordonnées polaires : (13 0)
est placé sur le cercle trigonométrique, donc

cos(6)

ses coordonnées cartésiennes sont | |
sin(0)

Le point A de coordonnées polaires : (p; ).

pcos(0)

Ses coordonnées cartésiennes sont X
psin(0)




Il. L'intégrale double.

%Passage des coordonnées polaires en coordonnées cartésiennes :
Le point M de coordonnées polaires : (13 0)

est placé sur le cercle trigonométrique, donc
cos(6)

ses coordonnées cartésiennes sont | |
sin(0)

Le point A de coordonnées polaires : (p; ).

pcos(0)

Ses coordonnées cartésiennes sont X
psin(0)

0
pcos(6) Formule de changement de coordonnées :




Il. L'intégrale double.

%Passage des coordonnées polaires en coordonnées cartésiennes :
Le point M de coordonnées polaires : (13 0)

est placé sur le cercle trigonométrique, donc
cos(6)

ses coordonnées cartésiennes sont | |
sin(0)

Le point A de coordonnées polaires : (p; ).

pcos(0)

Ses coordonnées cartésiennes sont X
psin(0)

pcos(0)

Formule de changement de coordonnées :

{m = pcos(0)

y = psin(0)
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Il. L'intégrale double.

3. Changement de variables dans les intégrales doubles

:gThéoréme : Changement de variables dans les intégrales doubles

Soient D et D’ deux domaines de plan R? et &: D' — D une application

()=l

injective de classe C! telle que ®(D’) = D alors on a :




Il. L'intégrale double.

3. Changement de variables dans les intégrales doubles

:gThéoréme : Changement de variables dans les intégrales doubles

()=l

injective de classe C! telle que ®(D’) = D alors on a :

J[ 1@ dxdyaé/f(m(u,v),y(u,v)) |z

(D)

dudv

Soient D et D’ deux domaines de plan R? et &: D' — D une application
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Il. L'intégrale double.

nghéoréme : Changement de variables dans les intégrales doubles

//f(xy drdy = //f z(u,v), y(u, U))‘BE ,y; dudv

Exemple n°5 : Calculons I'intégrale double [ In(z2 + y2) dzdy ot D est la partie du plan
D

contenue dans le premier quadrant et comprise entre les deux cercles C(O, 1) et C(O,2) comme
I'indique la figure ci-dessous :
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Il. L'intégrale double.

nghéoréme : Changement de variables dans les intégrales doubles
O(x,
J[ 1@ asay = [[ fatuo), v o) |5 Z;\ dudy
(D) D’

Exemple n°5 : Calculons I'intégrale double [ In(z2 + y2) dzdy ot D est la partie du plan
D

contenue dans le premier quadrant et comprise entre les deux cercles C(O, 1) et C(O,2) comme
I'indique la figure ci-dessous :
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Il. L'intégrale double.

nghéoréme : Changement de variables dans les intégrales doubles

q)([)//)f(x,y) dmdy=;£/f(m(u,v),y(u,v))‘ggz:z; e

Exemple n°5 : Calculons I'intégrale double [ In(z2 + y2) dzdy ot D est la partie du plan
D

contenue dans le premier quadrant et comprise entre les deux cercles C(O, 1) et C(O,2) comme
I'indique la figure ci-dessous :

0
Passage en coordonnées polaires :
o: D — D
(= r cos(6)
0 y = rsin(0)
0 r
0 1 2
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Il. L'intégrale double.

nghéoréme : Changement de variables dans les intégrales doubles

J[ 1@ away= [ £(atuo) v )| G duds
(D) D!

O(u,v)

Exemple n°5 : Calculons I'intégrale double [ In(z2 + y2) dzdy ot D est la partie du plan
D

contenue dans le premier quadrant et comprise entre les deux cercles C(O, 1) et C(O,2) comme
I'indique la figure ci-dessous :

0
Passage en coordonnées polaires : -
2
o: D — D /
= D’
HEEEE) 7
0+ -7
0 1 2
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Il. L'intégrale double.

nghéoréme : Changement de variables dans les intégrales doubles

J[ 1@ away= [ £(atuo) v )| G duds
(D) D!

O(u,v)

Exemple n°5 : Calculons I'intégrale double [ In(z2 + y2) dzdy ot D est la partie du plan
D

contenue dans le premier quadrant et comprise entre les deux cercles C(O, 1) et C(O,2) comme
I'indique la figure ci-dessous :

0
Passage en coordonnées polaires : -
2
o: D — D /
= D’
()= () 77
0 4 -7
0 1 2
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Il. L'intégrale double.

nghéoréme : Changement de variables dans les intégrales doubles

J[ 1@ away= [ £(atuo) v )| G duds
(D) D!

O(u,v)

Exemple n°5 : Calculons I'intégrale double [ In(z2 + y2) dzdy ot D est la partie du plan
D

contenue dans le premier quadrant et comprise entre les deux cercles C(O, 1) et C(O,2) comme
I'indique la figure ci-dessous :

0
Passage en coordonnées polaires : -
2
o: D — D /
r z = rcos(0) /D!
(o)~ () .
0 4 -7
0 1 2
o(z,y) _ | cos(8) .
a(r,0) | | sin(0) -
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Il. L'intégrale double.

nghéoréme : Changement de variables dans les intégrales doubles

J[ 1@ away= [ £(atuo) v )| G duds
(D) D!

O(u,v)

Exemple n°5 : Calculons I'intégrale double [ In(z2 + y2) dzdy ot D est la partie du plan
D

contenue dans le premier quadrant et comprise entre les deux cercles C(O, 1) et C(O,2) comme
I'indique la figure ci-dessous :

0
Passage en coordonnées polaires : -
2
o: D — D /
= D’
()=o) 7
0 4 -7
0 1 2
d(x,y)| _ |cos(8) —rsin(8)
a(r,0) | |sin(0) -
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Il. L'intégrale double.

nghéoréme : Changement de variables dans les intégrales doubles

J[ 1@ away= [ £(atuo) v )| G duds
(D) D!

O(u,v)

Exemple n°5 : Calculons I'intégrale double [ In(z2 + y2) dzdy ot D est la partie du plan
D

contenue dans le premier quadrant et comprise entre les deux cercles C(O, 1) et C(O,2) comme
I'indique la figure ci-dessous :

0
Passage en coordonnées polaires : -
2
o: D — D /
r z = rcos(0) /D!
(o)~ () .
T 0 4 >
0 1 2
d(x,y)| _ |cos(8) —rsin(8)
a(r,0) | |sin(0) rcos(9) |
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Il. L'intégrale double.

nghéoréme : Changement de variables dans les intégrales doubles

J[ 1@ away= [ £(atuo) v )| G duds
(D) D!

O(u,v)

Exemple n°5 : Calculons I'intégrale double [ In(z2 + y2) dzdy ot D est la partie du plan
D

contenue dans le premier quadrant et comprise entre les deux cercles C(O, 1) et C(O,2) comme
I'indique la figure ci-dessous :

0

Passage en coordonnées polaires :

o: D — D /

()~ (2 o 7

INIE]

cos(0) — rsin(0)
sin(0) T cos(0)

‘G(I,y)’ _

20, 0) = rcos?(0) +
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Il. L'intégrale double.

nghéoréme : Changement de variables dans les intégrales doubles

J[ 1@ away= [ £(atuo) v )| G duds
(D) D!

O(u,v)

Exemple n°5 : Calculons I'intégrale double [ In(z2 + y2) dzdy ot D est la partie du plan
D

contenue dans le premier quadrant et comprise entre les deux cercles C(O, 1) et C(O,2) comme
I'indique la figure ci-dessous :

0
Passage en coordonnées polaires : T
2
o: D — D /
r x = rcos(f) D
(o)~ () .
T 0+ -7
0 1 2
A(z,y) _ |cos(9) —rsin(9)] _ 7 cos2(6) + rsin2(0) =
o(r,0) sin(0) T cos(0)
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Il. L'intégrale double.

nghéoréme : Changement de variables dans les intégrales doubles

J[ 1@ away= [ £(atuo) v )| G duds
(D) D!

O(u,v)

Exemple n°5 : Calculons I'intégrale double [ In(z2 + y2) dzdy ot D est la partie du plan
D

contenue dans le premier quadrant et comprise entre les deux cercles C(O, 1) et C(O,2) comme
I'indique la figure ci-dessous :

0
Passage en coordonnées polaires : T
2
o: D — D /
r z = rcos(0) /D!
(o)~ () .
T 0 4 >
0 1 2
A(z,y) _ |cos(9) —rsin(9)] _ 7 cos?(0) + rsin?(0) = r
o(r,0) sin(0) T cos(0)
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Il. L'intégrale double.

nghéoréme : Changement de variables dans les intégrales doubles

q)([)//)f(x,y) dmdyZZ/f(m(u,v),y(u,v))‘ggz:z; duds

Exemple n°5 : Calculons I'intégrale double [ In(z? + y?) dzdy
D

Oz,y)| _ |cos(®)  —rsin(B)) _ r cos? rsin?(0) = r
‘ o(r,0) ‘ " |sin(@) rcos(8) | (6) + (0)
// In(z? + y?) dedy =

D
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Il. L'intégrale double.

nghéoréme : Changement de variables dans les intégrales doubles

q)([)//)f(x,y) dmdyZ;L/f(m(u,v),y(u,v)) ‘ggg; dude

Exemple n°5 : Calculons I'intégrale double [ In(z? + y?) dzdy
D

= rcos2(0) + rsin?(0) =r

‘8(1, Y) ‘ _ cos(0) —rsin(0)
a(r,0) sin(@)  rcos(0)

// In(z? 4+ 42) dzdy = // In(x? + y?) rdrdo
D D’
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Il. L'intégrale double.

nghéoréme : Changement de variables dans les intégrales doubles

q)([)//)f(x,y) dmdyZ;L/f(m(u,v),y(u,v)) ‘ggg; dude

Exemple n°5 : Calculons I'intégrale double [ In(z? + y?) dzdy
D

S e | oo s =
4 [0 + 42 dzay = g / In(z? + y?) rdrdo

o 2 +y? =
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Il. L'intégrale double.

nghéoréme : Changement de variables dans les intégrales doubles

q)([)//)f(x,y) dmdyZ;L/f(m(u,v),y(u,v)) ‘ggg; dude

Exemple n°5 : Calculons I'intégrale double [ In(z? + y?) dzdy
D

‘8(1, y)‘ _|cos(8) —rsin(0)

a(r,0) | |sin(0) 7 cos(0) = rcos?(0) + rsin?(0) = r

// In(z? 4+ 42) dzdy = // In(x? + y?) rdrdo
D D’

odx? +y2 = (r cos(G))2 + (r sin(@))2 =
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Il. L'intégrale double.

nghéoréme : Changement de variables dans les intégrales doubles

q)([)//)f(x,y) dmdyZ;L/f(m(u,v),y(u,v)) ‘ggg; dude

Exemple n°5 : Calculons I'intégrale double [ In(z? + y?) dzdy
D

‘8(1, y)‘ _|cos(8) —rsin(0)

a(r,0) | |sin(0) 7 cos(0) = rcos?(0) + rsin?(0) = r

// In(z? 4+ 42) dzdy = // In(x? + y?) rdrdo
D’

D
odx? +y2 = (r cos(G))2 + (r sin(@))2 = r2
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Il. L'intégrale double.

nghéoréme : Changement de variables dans les intégrales doubles

(p([)//)f(x,y) dmdyZ;Ié/f(m(u,v),y(u,v)) ‘gggi dude

Exemple n°5 : Calculons I'intégrale double [ In(z? + y?) dzdy
D

‘8(1, y)‘ _|cos(8) —rsin(0)

a(r,0) | |sin(0) 7 cos(0) = rcos?(0) + rsin?(0) = r

// In(z? 4+ 42) dzdy = // In(x? + y?) rdrdo
’D,

D
odx? +y2 = (r cos(G))2 + (r sin(@))2 = r2

// In (1'2) rdrdf
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Il. L'intégrale double.

nghéoréme : Changement de variables dans les intégrales doubles

(p([)//)f(x,y) dmdyZ;Ié/f(m(u,v),y(u,v)) ‘gggi dude

Exemple n°5 : Calculons I'intégrale double [ In(z? + y?) dzdy
D

d(z,y)| _ |cos(@) —rsin(0)|  cos? sin? .
‘ a(r,0) ‘ " |sin(@) rcos(8) | © + ©)
In(z? 4+ 42) dzdy = . .ln(a:2 + vy?) rdrdo
[

odx? +y2 = (r cos(G))2 + (r sin(@))2 = r2

// In (1'2) rdrdf
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Il. L'intégrale double.

nghéoréme : Changement de variables dans les intégrales doubles

//f(:r v) dmdy—/ #((u, v), y(u, v))‘ag :y; dudo

Exemple n°5 : Calculons I'intégrale double [ In(z? + y?) dzdy
D

‘8(1, y)‘ _ cos(0) —rsin(0)
a(r,0) sin(@)  rcos(0)

// In(z? 4+ 42) dzdy = // In(x? + y?) rdrdo
D D’

odx? +y2 = (r cos(G))2 + (r sin(@))2 = r2

// ln 1' rdrd@
/ / ln r rdrde =
variables

séparées

= rcos2(0) + rsin?(0) =r
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Il. L'intégrale double.

nghéoréme : Changement de variables dans les intégrales doubles

@([D//)f(x,y) dmdy=£/f(m(u,u),y(u,v)) ‘gggi dude

Exemple n°5 : Calculons I'intégrale double [ In(z? + y?) dzdy
D

‘8(1, y)‘ _|cos(8) —rsin(0)

a(r,0) | |sin(0) 7 cos(0) = rcos?(0) + rsin?(9) = r

// In(z? 4+ 42) dzdy = // In(x? + y?) rdrdo
’D'

D
odx? +y2 = (r cos(G))2 + (r sin(O))2 = r2

// In (1'2) rdrd@
= /0%/12 In (r?) rdrdd = <(/Ogd9) (/12111 (r?) rdr>

séparées

M. Drouot CNAM - Intégration. 36 /48



Il. L'intégrale double.

Exemple n°5 : Calculons I'intégrale double [[In(z2 + y?) dzdy
D

[ v [ o ([0) (i)

D séparées
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Il. L'intégrale double.

Exemple n°5 : Calculons I'intégrale double [[In(z2 + y?) dzdy
D

[ v [ o ([0) (i)

D séparées
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Il. L'intégrale double.

Exemple n°5 : Calculons I'intégrale double [[In(z2 + y?) dzdy
D

[ v [ o ([0) (i)

D séparées

Il
I
X
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Il. L'intégrale double.

Exemple n°5 : Calculons I'intégrale double [[In(z2 + y?) dzdy
D

[ v [ o ([0) (i)

D séparées

2
- X / 21n(r)'rdr:
2 J1
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Il. L'intégrale double.

Exemple n°5 : Calculons I'intégrale double [[In(z2 + y?) dzdy
D

[ v [ o ([0) (i)

D séparées

2

o 2
= — X / 21n(r)'rdr:7'r/ rln(r)dr
2 J1 J1
S ——
=TI
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Il. L'intégrale double.

Exemple n°5 : Calculons I'intégrale double [[In(z2 + y?) dzdy
D

T o T .2
// In(z? +y?) dedy = / 2/ In (7‘2) rdrdd = / *de (/ In (7‘2) Td7‘>
D 0t Cparees \J0 .

- 2 2
— X /21n(r)rdr:rr/rln(r)dr
2 J1 J1

—————
=1
On intégre par partie :

donc I =
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Il. L'intégrale double.

Exemple n°5 : Calculons I'intégrale double [[In(z2 + y?) dzdy
D

[ v [ o ([0) (i)

D séparées
- 2 2
= — X /21n(r)rdr:rr/rln(r)dr
2 J1 J1
—————
=TI
(r) = In(r) u'(r) =
On intégre par partie : donc I =
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Il. L'intégrale double.

Exemple n°5 : Calculons I'intégrale double [[In(z2 + y?) dzdy
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Il. L'intégrale double.

4. Interprétation du jacobien en termes d’éléement de surface.

® Approche intuitive :

dy

dx
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Il. L'intégrale double.

(2) Approche différentielle :

z r cos(0)
On considére le point M(r,0) | rsin(0)
0
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(2) Approche différentielle :

z

S
2|

or

M. Drouot

R
dOM A
0 cos(0) sin(0) 0
—rsin(f)  rcos(0) 0
_ cos(0) sin(0) | — B
—rsin(f)  rcos(6)
|0, y)
1 o(r,0)
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Il. L'intégrale double.

(2) Approche différentielle :

z
T S
d0M 9OM M
2 0 " cos(6) sin(0) 0
r
—rsin(f)  rcos(0) 0
A
| cos(9) sin() |- T
Ta 2 " | —rsin(d)  rcos(6) -
S
<
B, _| 9, y)
Q|® o(r,0)
Il
d o
Le jacobien (@,y) =
o(r,0)
\ est I'aire du parallélogramme
N DOK - Y |engendré par les vecteurs
QO_ -~ tangents aux courbes coor-

données.
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Il. L'intégrale double.

Exercice n°6 : On note V le volume compris entre les deux surfaces d’'équations z = 3 — z2 — y2

et z = 222 + 2y2. Calcule de deux facons différentes, I'une en utilisant un systéme de
coordonnées cartésiennes, |'autre des coordonnées polaires, le volume V.

z

R

3 — 12 —-y v
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Il. L'intégrale double.

CORRIGE :
Ol les paraboloides se coupent on a : 222 4 2y% = 3 — 22 — 32
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CORRIGE :

Ol les paraboloides se coupent on a : 222 4 2y% = 3 — 22 — 32
soit 22 + 2 = 1.

M. Drouot CNAM - Intégration. a4 /a8


https://www.pdrouot.fr/CNAM/TroisD/figInt_inter_paraboloides_cor.html

Il. L'intégrale double.

CORRIGE :
Ol les paraboloides se coupent on a : 222 4 2y% = 3 — 22 — 32
soit 22 + 2 = 1.

Le domaine d’intégration est le disque D d’équation z2 + y2 < 1.
V= // [(3 —z? - y2) - (2x2 —+ 2y2)] dzdy
D

V=
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https://www.pdrouot.fr/CNAM/TroisD/figInt_inter_paraboloides_cor.html

Il. L'intégrale double.

CORRIGE :
Ou les paraboloides se coupent on a : 222 4 2y? = 3 — 22 — ¢?
soit 22 + 2 = 1.

Le domaine d’intégration est le disque D d’équation z2 + y2 < 1.

V:// (3 -2 —4?) - (2 + 2¢?)] dody

V= //3(1—x2—y2) dz dy
D

o En continuant avec des coordonnées cartésiennes :

v:/_11< >dx
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Il. L'intégrale double.

CORRIGE :
Ou les paraboloides se coupent on a : 222 4 2y? = 3 — 22 — ¢?
soit 22 + 2 = 1.

Le domaine d’intégration est le disque D d’équation z2 + y2 < 1.

V:// (3 -2 —4?) - (2 + 2¢?)] dody

V= //3(1—x2—y2) dz dy
D

o En continuant avec des coordonnées cartésiennes :

V:/jl(/_\/;S(l—xQ—gf)dy) dz
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Il. L'intégrale double.

CORRIGE :
Ou les paraboloides se coupent on a : 222 4 2y? = 3 — 22 — ¢?
soit 22 + 2 = 1.

Le domaine d’intégration est le disque D d’équation z2 + y2 < 1.

V:// (3 -2 —4?) - (2 + 2¢?)] dody

V= //3(1—x2—y2) dz dy
D

o En continuant avec des coordonnées cartésiennes :

V:/jl(/_\/;S(l—xQ—gf)dy) dz

SUT

]
<

3(1 — 22— y2) dy) dz
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Il. L'intégrale double.

o En continuant avec des coordonnées cartésiennes :

V:/jl(/_\/\/lj;?,(l—x?_zﬁ)dy) dx:4/01</0 1Z23(1_x2—y2)dy> da
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Il. L'intégrale double.

o En continuant avec des coordonnées cartésiennes :

V:/jl(/_\/\/lj;?,(l—x?_zﬁ)dy) dx:4/01</0 1Z23(1_x2—y2)dy> da

= 4/1 [3(1 — :52)y — yg];/ﬁdsc _ 4/1 (3(1 B z2)1,5 _ (1 _ :02)1’5> e
0 0
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Il. L'intégrale double.

o En continuant avec des coordonnées cartésiennes :

V:/—11 (/_\/;3(1_# _yQ)dy> (jlgC:Al/o1 </0 17Z23(1—x2—y2) dy> dz
= 4/01 [3(1 - :52)y — yg];/ﬁdsc _ 4/01 (3(1 B z2)1,5 _ (1 _ :02)1’5> e

1
28/ (lfgvz)l‘5 dx
0
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Il. L'intégrale double.

o En continuant avec des coordonnées cartésiennes :

V:/—11 (/_\/;3(1_# _yQ)dy> (jlgC:Al/o1 </0 17Z23(1—x2—y2) dy> dz
= 4/01 [3(1 - :52)y — yg];/ﬁdsc _ 4/01 (3(1 B z2)1,5 _ (1 _ :02)1’5> e

1
28/ (lfgvz)l‘5 dx
0

posons z = sin(u) on a da = cos(u) du et donc
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Il. L'intégrale double.

o En continuant avec des coordonnées cartésiennes :

V:/—11 (/_\/;3(1_# _yQ)dy> (jlgC:Al/o1 </0 17Z23(1—x2—y2) dy> dz
= 4/01 [3(1 - :52)y — yg];/ﬁdsc _ 4/01 (3(1 B z2)1,5 _ (1 _ :02)1’5> e

1
28/ (lfgvz)l‘5 dx
0

posons z = sin(u) on a da = cos(u) du et donc

™

V= 8/05 (1- sinQ(u))l’5 cos(u)du =
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Il. L'intégrale double.

o En continuant avec des coordonnées cartésiennes :

V:/—11 (/_\/;3(1_# _yQ)dy> (jlgC:Al/o1 </0 17Z23(1—x2—y2) dy> dz
= 4/01 [3(1 - :52)y — yg];/ﬁdsc _ 4/01 (3(1 B z2)1,5 _ (1 _ :02)1’5> e

1
28/ (lfgvz)l‘5 dx
0

posons z = sin(u) on a da = cos(u) du et donc

™

V= 8/5 (1- sinQ(u))l’5 cos(u)du = 8/% cos*(u) du =

0 0
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Il. L'intégrale double.

o En continuant avec des coordonnées cartésiennes :

V:/jl(/_\/\/lj;?,(l—x?_zﬁ)dy) dx:4/01</0 1Z23(1_x2—y2)dy> da

:4/01 [3(1—$2)y—y3]g/ﬁ

1
28/ (lfgvz)l‘5 dx
0

posons z = sin(u) on a da = cos(u) du et donc

™

V= 8/2 (1 —sin2(u))"® cos(u) du = S/g cos*(u) du = g/f (MY dus

0 0 2

dz = 4/01 (3(1 - 12)1’5 - (1 - :02)1’5) dx
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Il. L'intégrale double.

o En continuant avec des coordonnées cartésiennes :

V:/jl(/_\/\/lj;?,(l—x?_zﬁ)dy) dx:4/01</0 1Z23(1_x2—y2)dy> da

= 4/1 [3(1 — )y _yg]g/ﬁdm = 4/1 (3(1 —2) _$2)1,5> da
0 0

s [ (-
0

posons z = sin(u) on a da = cos(u) du et donc

V= 8/0 (1 — sinQ(u))l’5 cos(u)du = 8/% cos4(u) du = 8/(;% (M>2 du

0 2
:2/
0

[N

[NE)

[1 + 2 cos(2u) + Cos2(2u)] du =
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Il. L'intégrale double.

o En continuant avec des coordonnées cartésiennes :

V:/jl(/_\/\/lj;?,(l—x?_zﬁ)dy) dx:4/01</0 1Z23(1_x2—y2)dy> da

:4/01 [3(1—$2)y—y3]g/ﬁ

1
28/ (lfgvz)l‘5 dx
0

posons z = sin(u) on a da = cos(u) du et donc

v:s/o
=

dz = 4/01 (3(1 - 12)1’5 - (1 - :02)1’5) dx

™

(1- sinQ(u))l’5 cos(u)du = 8/2 cos*(u) du = /(;% (M>2 du

[N

0 2

[NE)

z 31 4
[1 + 2 cos(2u) + Cos2(2u)] du=2 [u + sin(2u)]02 + 2 / : H%(u) du
0
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Il. L'intégrale double.

o En continuant avec des coordonnées cartésiennes :

V:/—11 (/_\/;3(1_# _yQ)dy> (jlgC:Al/o1 </0 17Z23(1—x2—y2) dy> do
:4/01 [3(1—$2)y_y3];/ﬁd$:4/01 (3(1—12)1’5 _ (1—:02)1’5) e
:8/‘1 (limz)l,s d

0

posons z = sin(u) on a da = cos(u) du et donc

™

V- 8/ (1 = sin®(u))"* cos(u) du = 8/E cos* (u) du = /0% (MY du

[N

0 2

[NE)

z 31 4
/ 1+2cos (2u) + cos? (2u)] du:2[u+sin(2u)]02 +2/2 JrC%(u)du
0

NE

. 1 1.
=2 {u +sin(2u) + —u+ = sm(4u)}
2 8 0

M. Drouot CNAM - Intégration.

a5 /48



Il. L'intégrale double.

o En continuant avec des coordonnées cartésiennes :

V:/—11 (/_\/;3(1_# _yQ)dy> (jlgC:Al/o1 </0 17Z23(1—x2—y2) dy> do
:4/01 [3(1—$2)y_y3];/ﬁd$:4/01 (3(1—12)1’5 _ (1—:02)1’5) e
:8/‘1 (limz)l,s d

0

posons z = sin(u) on a da = cos(u) du et donc

™

V- 8/ (1 = sin®(u))"* cos(u) du = 8/E cos* (u) du = /0% (MY du

[N

0 2

[NE)

z 31 4
/ 1+2cos (2u) + cos? (2u)] du:2[u+sin(2u)]02 +2/2 JrC%(u)du
0

. 1 1. :
=2 {u + sin(2u) + §u + 3 sm(4u)}

S v
Il
[\o}
I3
+
I3
I
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Il. L'intégrale double.

o En continuant avec des coordonnées cartésiennes :

V:/—11 (/_\/;3(1_# _yQ)dy> (jlgC:Al/o1 </0 17Z23(1—x2—y2) dy> do
:4/01 [3(1—$2)y_y3];/ﬁd$:4/01 (3(1—12)1’5 _ (1—:02)1’5) e
:8/‘1 (limz)l,s d

0

posons z = sin(u) on a da = cos(u) du et donc

[N

™

V= 8/ (1 = sin®(u)) " cos(u) du = 8/E cos* (u) du = g/f (MY du

0 2

[NE)

z 31 4
/ 1+2cos (2u) + cos? (2u)] du:2[u+sin(2u)] 2 +2/2 JrC%(u)du
0

NE

. 1 1.
=2 {u + sin(2u) + §u + 3 sm(4u)}

o

M. Drouot CNAM - Intégration.
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Il. L'intégrale double.

o En passant en coordonnées polaires :
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Il. L'intégrale double.

o En passant en coordonnées polaires :

V=//3(17w27y2) dexdy =
D
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Il. L'intégrale double.

o En passant en coordonnées polaires :

27 r1
V://3(17w27y2) dy;dy:/ / 3(171273/2) rdrdf
0 0
D
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Il. L'intégrale double.

o En passant en coordonnées polaires :

27 r1
V://3(17w27y2) dy;dy:/ / 3(171273/2) rdrdf
0 0
D

27 r1
= / / 3r(1- r2 cos? () — r? sin2(0)) drdf =
o Jo

M. Drouot CNAM - Intégration. a6 / 48



Il. L'intégrale double.

o En passant en coordonnées polaires :

27 r1
V://3(17w27y2) dy;dy:/ / 3(171273/2) rdrdf
0 0
D

27 r1 27 rl
= / / 3r(1- r2 cos? () — r? sin2(0)) drdf = / / 3r(1- r2) drdé
o Jo o Jo

M. Drouot CNAM - Intégration. a6 / 48



Il. L'intégrale double.

o En passant en coordonnées polaires :
27 pl
V://3(17w27y2) dexdy = / / 3(171273/2) rdrdf
x o Jo
1 27 1
= / / 3r(1- r2 cos? () — r? sin2(0)) drdf = / / 3r(1- r2) drdé
o Jo o Jo

27
27 1
= / |:§7"2 — §7"4:| do =
0

2 4
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Il. L'intégrale double.

o En passant en coordonnées polaires :

27 pl
V://3(17w27y2) dexdy = / / 3(171273/2) rdrdf
x o Jo
27 r1 27 rl
= / / 3r(1- r2 cos? () — r? sin2(0)) drdf = / / 3r(1- r2) drdé
o Jo o Jo

27 1 27
=/ |:§7"27§7"4:| d@:/ Ffﬁ} do =
o L2 4 |, o 2 4
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Il. L'intégrale double.

o En passant en coordonnées polaires :

27 pl
V://3(17w27y2) dexdy = / / 3(171273/2) rdrdf
x o Jo
27 r1 27 rl
= / / 3r(1- r2 cos? () — r? sin2(0)) drdf = / / 3r(1- r2) drdé
o Jo o Jo

27 1 27 27
=/ |:§7"27§7"4:| d@:/ Ffﬁ} d@:/ F} do =
o L2 4 |, o 2 4 o L4
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Il. L'intégrale double.

o En passant en coordonnées polaires :

27 pl
V://3(17w27y2) dexdy = / / 3(171273/2) rdrdf
x o Jo
27 r1 27 rl
= / / 3r(1- r2 cos? () — r? sin2(0)) drdf = / / 3r(1- r2) drdé
o Jo o Jo

27 1 27 27 27
L -l L B
0 2 4 0 0 2 4 0 4 4 0
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Il. L'intégrale double.

o En passant en coordonnées polaires :

27 pl
V://3(17w27y2) dexdy = / / 3(171273/2) rdrdf
x o Jo
27 r1 27 rl
= / / 3r(1- r2 cos? () — r? sin2(0)) drdf = / / 3r(1- r2) drdé
o Jo o Jo

27 1 27 27 27
=/ 3p2_3. d@:/ 3.3 d@:/ 3lag= [ 22
o L2 4 |, o 2 4 o L4 4], 2
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Il. L'intégrale double.

Exercice n° 7 : Calcule le volume V compris entre les deux cylindres d’équations 22 + 2 =1 et
2, .2
y° 4z =1.
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CORRIGE :
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Il. L'intégrale double.

CORRIGE :

[T () e
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Il. L'intégrale double.
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Il. L'intégrale double.

CORRIGE :
y=1

=—1Ja=—y/1—y2
I:2-/711 [m\/17y2]712y2, dy =

7y2

(\/l—y—( \/l—y) dmdy—Z// ﬁmdmdy
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Il. L'intégrale double.

CORRIGE :

y=1

. \/7<\/1—y —( \/l—y) dxdy—2/ / \/7\/1—11 dzdy
I:2-/711 [x\/lfy] \/7dy—2 2(17y)dy
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Il. L'intégrale double.

CORRIGE :
y;ll ﬁ(\/l—y (\/l—y dmdy—2/ /\/\/:Mdmdy
I:g/jl[mﬂ]\/\/:dy_2 2(1 — ) dy = 4{y,%}_1:
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Il. L'intégrale double.

CORRIGE :
y;ll ﬁ(\/l—y (\/l—y dmdy—2/ /\/\/:Mdmdy
I:Q/jl[mﬂ]\/\/iidy—Q 2(17y)dy—4[y7§}_1:§
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