MAT3 : Math

Mathématiques pour le technicien

TD de mathématiques n°1 - Semestre 3
Equations différentielles linéaires du premier ordre a coeffi-
cients constants.

I. Les équations différentielles linéaires.

Déﬁnition:

Une équation différentielle linéaire d’ordre n, est une équation différentielle de la forme :

ot ¥y est le dérivées i—eme de la fonction inconnue ... .

e Les ... quations ... ifférentielles ... inéaires sont notées .... .

e Si la fonction b est nulle, 'EDL est dite ............... et notée .... .

Exercice n°1: Détermine le type et 'ordre de chacune des équations différentielles suivantes :

/
1. y"In(z) + 2zy' + 2%y = 4 4. y'In(x) + 23 = 22y + 2%y" 7 Y2 y
Yy
2. Lpy— o 5.y =y’
x /
6. L =22
3.y =4 T z 8. 3/ cos(x) — y" sin(z) = tan(x)

Vocabulaire g

Une équation différentielle linéaire ............... s’écrit

any(”) +...+ayw +a1y +agy =0

premier membre

est aussi dite ...

II. Equation caractéristique associée & une EDH.
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Déﬁnition:

L’équation caractéristique associée & 'Equation Différentielle linéaire Homogéne

L g = By = 0
2wy =
3.y — 2y =
O T T /2

III. Equations différentielles du premier ordre.

Déﬁnition:

y'(z) + a(x)y(z) = b(x)

L o associée .... est:y(x)+a(z)y(z) =0

On appelle ... . , noté EDL, du premier ordre est une équation du type :

ou a et b sont des fonctions continues sur R et ot 'inconnue y est une fonction dérivable sur R.

1. Résolution d’'une EDH du premier ordre a coefficients constants.

@ Définition:
I’Equation Différentielle Linéaire suivante
any™ + ..+ agy” + a1y’ + agy = 0

est a coefficients .............. silesa; sont des .............. .

Exemple :

EDL Cgsilf;irit: Homogéne
y' + 3y = 22
vy +3y=0
y + 2%y =0
y" + 3y’ —y = sin(x)
y" + 3y — ye® = sin(x)
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%Théoréme
Etant donnée 'EDH : ¢/(z) 4+ ay(z) =0ou ........... .
e Sasolution .............. est ... ... ol

— r est la solution de son ... quation ... aractéristique
-AeR

e Pour chaque point A(zg,yp) du plan, il existe une unique solution passant par A appelée solution

................. , notée .....
/ — O
Autrement dit, le systéme y() +ay(@) admet une unique solution .....
y(zo) = 1o
Exemple : On considére 'EDH ¢/ + 0,5y = 0.
o Son B 8t o
o Sa solution générale est . ... .. ..o
ANV
3 \\ 4
i \\\
1 \\
0
1 2 —3 —4—5 ) 10
-1 ///
-2
-3
A7
e La solution particuliére ... passant par le point A(5,3) verifie ..... ...

Exercice n° 3: Détermine la fonction y4.
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Exercice n° 4: Résous ’équation différentielle homogeéne 3y’ = 2y, et détermine la solution particuliere passant
par le point B(1, —3).

0 SO B 08t oot

o Sa solution générale @St .. ... ...

Conclusion : yp(z) = ..ooiiiiiiiii

Exercice n°5: On considére I'équation différentielle homogene v’ + y = 0.

1. Détermine sa solution générale.

® SON O @S0 oot

e Sa solution générale est ..................

2. Trouve la solution particuliere f vérifiant f(1) = 0.

2. Résolution d’une EDLH du premier ordre.

Y (x) +a(z)y(r) =0
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%Théoréme

e Sa solution .............. est ... ol

— r(x) est la solution de son Equation Caractéristique
—AeR

e Pour chaque point A(zg,yo) du plan, il existe une unique solution passant par A appelée solution|
................. , notée ....

Exemple : On considére I'équation différentielle y' 4+ 2zy = 0.

Exercice n°7: On considére I’équation différentielle xy’ — 2y = 0.

1. Détermine la solution générale de cette ED.

Exercice n°8: On considére 'équation différentielle y'cos(x) + ysin(z) = 0.

1. Détermine la solution générale de cette ED.
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2. Détermine la solution passant par le point A(w, 3).

3. Résolution d’une EDL du premier ordre.

y'(x) + a(@)y(z) = b(x)

Théoréme
. . une solution . . .
Solution générale ygy +| particulicre y solution générale
i . R P |=
I’équation homogéne de 'EDL de PEDL
WDémonstration
Ce procédé de superposition des solutions est propre aux E.D. ........... .
Exemple : Résolvons 'EDL : /(x) + 2zy(x) = x
e ’EDH associée est .................... .Onavuqueyg(z)= ........

e Il reste & trouver une solution yp particuliére de 'EDL.

Pour ce faire, on applique la | Meéthode de la Variation de la Constante | :

Ce qui revient a chercher une solution particuliére sous la forme :

—z2

yp(x) = ... e

Yp(T) =

La solution générale de VEDL : ¢/ () 422y (x) = 2 eSt Y(T) = oottt

Remarque : Il n’y a pas de lettre « G » en indice pour la solution générale de 'EDL ( .................... ).
On la réserve pour la solution générale de 'EDH associée.
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%Théoréme de Cauchy
Etant donnés deux fonctions a et b continues sur R, pour tout couple de réels (xq,yo) le systéme

{y' +a(z)y = b(x)
y(zo) = vo

admet une ........... solution.

%Principe de superposition

Soient a, by, et by trois fonctions continues sur R.
e Si ... estune solution particuliere de v/ + a(z)y = ... ;
e si ... est une solution particuliére de y' + a(z)y =
Alors ...+ ... est une solution particuliére de ¢/ + a(x)y = ... + ... .

Exercice n°9: Résous 'EDL : ¢/(z) — 3y(z) =6
Exercice n°10: Etant donnée I'EDL : ¢/ cos(z) + ysin(x) = cos?(x) détermine :

1. Sa solution générale yq.

2. Sa solution y4 passant par le point A <005)

2 E— —>=

7\
7
giinl

S
///
4

B
//
//
7

/

N\
;
//
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Mathématiques pour le technicien

TD de mathématiques n° 2 - Semestre 3
Equations différentielles linéaires du premier ordre a coeffi-
cients constants.

1
Exercice n°1: Vérifie que yp(z) = = (e* + e~ %) est une solution particuliére de 3’ + y = e*
Y 2

Exercice n°2: Résous les équations différentielles suivantes :

Ly +y=0 L 1Y =3y
| w(0) =
2.y =2y
Y +y=0
3.5y +2y=0 S ly(1) =2

Exercice n°3: En utilisant la méthode de la variation de la constante, résous les équations différentielles
suivantes :

1. y’:%y—l—ex 4.y —y=2¢e"

/ _
2. y4+y== Y + 2y = da
3.y =sy+uw y(0) =0

Exercice n°4: Résous les équations différentielles suivantes :
1. 4/ —y =2 + 1 on une solution particuliére est un polynéme du premier degré.
2. y' + 3y = 922 + 4 ot une solution particuliére est un polynéme du second degré.

3. ¥ 4+ 2y = 5cos(z) ou yp(x) = acos(z) + bsin(x) est une solution particuliére.

!/ — 3 ool
4. {y Y cos(x) = sin(z) ol yp(x) = acos(z) + bsin(x) est une solution particuliére.

y(0) =2

5.y —y=3cos(z) —sin(z) +z+1

3 - Co
S e,

Mathématiques pour le technicien

TD de mathématiques n°® 3 - Semestre 3
Equations différentielles linéaires du second ordre a coefficients
constants.
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Rappel:

On note A le discriminant de 'EC associée : 72 +ar + b = 0.

La solution générale de ’EDL est :

e Si A>0:y(z)=Ae"" + Be™? ou rq,re sont les racines de 'EC.
e Si A=0:y(z)=(A+ Bx)e"™ ou r est la racine de I'EC.

e Si A <0:y(zx)= (Acos(dr) + Bsin(dx))e®

ol les racines de I’EC sont de la forme ¢ &4 id

Exercice n°1: Résous les équation différentielles suivantes :

Ly + 6y = 4y y' =9y y' + 5y =4y
/

0)=-21 '(0) =
e oy 3 v(0) v(0)

Rappel:

Y +ay + by = ce

4z admet une solution particuliére de la forme :

o = — ae™ si d n’est pas solution de 'EC;

dx

e r+— axe® si d est une solution simple de 'EC;

e r+— arZe® gi d est une solution double de 'EC.

Exercice n°2: Détermine la solution générale de 1'équation différentielle y” + 3/ — 2y = e3¢
Exercice n°3: On considére I'équation différentielle (E) : y” + 1/ — 6y = 9e™% + 10e?*

1. Résous vy + 4’ — 6y = 0. On notera yy sa solution générale.

2. Résous ¢y + 4/ — 6y = 9e™*.

3. Reésous y" + ¢ — 6y = 10e**.

4. Déduis-en la solution générale de (E).

Exercice n°4: Résous l'équation différentielle (E) : y” — 6y’ + 8y = 85sin(z) sachant qu’une solution
particuliére est de la forme yp(x) = Asin(z) + B cos(x).

Exercice n°5: Détermine la solution générale de 1'équation différentielle 4y” 4 36y = 24y’ + e3%.
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Mathématiques pour le technicien

TD de mathématiques n°4 - Semestre 3
Equations différentielles linéaires du premier ordre a coeffi-
cients non constants.

L B0 = 1
5 P T e
2. 23 =
L T e e e e e e e e e e 6.\ﬁ: .......................................
BTV = 7110 =
1 1
4472: .......................................... 85_ ..........................................

1oe0PIM) = 4 o=@ _
2 e51n(3) A 5 3m(4) —
3. e72mB) — 6. e 3@ = .

@ Rappel:

e Pour chaque point A(xg,yo) du plan, il existe une unique solution passant par A appelée solution|
particuliére, notée .....

Exercice n° 3: Résous les équation différentielles suivantes :

1. ¢ = cos(x)y 3.y +==0 5.y =tan(z)y

2
2.y +2y=0 4. y'+;y: 6. 22y —(1+x)y=0

Exercice n° 4: Résous les équation différentielles du premier ordre suivantes :
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Loa?y —y=1 2. (22 +2)y + 22y =322 + 1
'+ zexp(a?) = 295—l

3. 07 P N 2 )Y A y' sin(z) — ycos(x) +sin%(z) = 0
y(2) =0 y(3)=0

Exercice n°5 (%%): On considére ’équation différentielle (E) : zy” + 2y’ + 2y =0
sin(x)
x

1. Démontre que la fonction ¢ :]0, 71[— R, x — est une solution de (F).

2. Détermine la solution générale de (E) sur |0, 7[ en posant z(z) = M

()

Mathématiques pour le technicien

TD de mathématiques n°5 - Semestre 3
Compléments.

Exercice n°1: Résous I'équation différentielle 2%y” — zy’ = 323 sur |0, +o0[.
1. Pourquoi serait-il judicieux de poser z(z) = ¢/(z) ?

2. Résous cette équation différentielle.

Exercice n° 2: Oscillations verticales d’une masse accrochées & un ressort.

7 7 “
A A L’allongement du ressort en fonction du temps y(t), est calculé
par rapport a le position d’équilibre O.
%
lo Sur la figure, I'indice ¢ indique la position d’équilibre, et j est
14 le vecteur unité de 'axe Oy.
q
£(t)
%
? o La force de tension est T = —k(l — ly) 7 ou k est la
v q constante de raideur.
7 e
Or-&------1 =8 e Le poids est P = mg j
A\
y(t) +--4- _? ______ o y(t) = £(t) — {4 ot {4 est la longueur du ressort & I’équilibre.
Yy ﬁ e /g est la longueur au repos du ressort.

Conditions initiales : & ¢t = 0, le ressort est étiré & la longueur ¢, > ¢,.

1. Démontre que I’équation différentielle obtenue en projetant ’équation fondamentale de la dynamique de

Newton sur 'axes des abscisses est ¢y’ + —y = 0.
m

2. Résous cette équation différentielle.
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3. En utilisant les conditions initiales détermine les valeurs de A et de B.
4. Détermine ’équation du mouvement de la masse accrochée au ressort.

5. Détermine la période d’oscillation du ressort (durée pendant laquelle la masse fasse un aller-retour).

Mathématiques pour le technicien

TD de mathématiques n° 6 - Semestre 3
Un cosinus envoutant.

Exercice n° 1: Dans cette partie on considére les fonction f, ¢, et s définies sur R par :
. et L e % et _ =T
f(z) =In(z+ Va2 +1) c(x):T s(z) = ———

1. Etude de la fonction s :

(a) Déterminer la fonction dérivée de s.
(b) Etudier les limites de la fonction s en —oo et en +o0.

(c) Construire le tableau de variations et de signes de la fonction s.

2. Déterminer la fonction dérivée ¢’ de c et déduire de la question précédente le tableau de variations de la
fonction c.

3. Démontrer que ¢? = s% + 1.

4. Simplifier f o s.

5. Simplifier so f.

6. Que peut-on déduire des deux questions précédentes?

7. On note ¢ la restriction de la fonction ¢ a l'intervalle [0, +ool.

(a) Calcule s(—z) et ¢(—z). Qu’'en déduit-on?

(b) Complete le tableau de valeurs, et trace les courbes représentatives des fonctions ¢, s et ¢.

T 0 1 2 3
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A
9+
9 9 1
71
54
7 7
31
14+
5 il il il il il » 5 1
-3 -2 -1 a1l 1 2 3
31
3 3
54
74
1 1
—9 4
-3 -2 -1 1 2 3 1 2 3

(¢) Trace la fonction é.
(d) Explique graphiquement pourquoi le fonction ¢ n’est pas bijective alors que la fonction ¢ lest.
(e) En déduire la bijection réciproque de la fonction .

La fonction c est appelée .................... ... , notée cosh. La fonction s est appelée ................. ,
notée sinh.

Application a ’optimisation des vottes.

Une ........... est la forme que prend librement une chaine suspendue entre deux points. Cette courbe,
mathématiquement, est le graphe d’un ....................... .

Cette courbe, retournée, est la forme idéale pour une voiite. Aussi fine soit-elle, elle tient sans se déformer.

La plus mauvaise voite est le plein cintre (un demi-cercle). Les constructeurs de cathédrales, au 13éme siécle
ont trouvé un moyen de résoudre le probléme posé par D'affaissement de la partie centrale des votites en plein
cintre de ’époque romane : il suffit d’enlever cette partie et de rapprocher les deux restantes (style gothique).
On obtient la voute d’ogive (deux arcs de cercle) qui a permis de grandes portées et un allégement considérable.
Les égyptiens anciens ont réalisé peu de vottes. Ils avaient cependant trouvé une forme proche de la chainette
par un tracé comportant trois arcs de cercle.
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Plein cintre Votite d’ogive Voiite égyptienne

B o P L L L. L

D .
™
© 4
demi-cercle deux arcs de cercles trois arcs de cercles

L’objectif de I’exercice qui suit est de déterminer I’équation d’une voute « parfaite ». Pour ce faire, nous aurons
besoin d’un rappel de calcul différentiel :
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Que signifie f est dérivable en x = 37 Cela revient a dire que, localement, autour du
point A d’abscisse 3, la courbe Cy admet une tangente. Ce qui signifie que C; est « plate »
au voisinage de A comme le montre I’exemple suivant :

A

Autrement dit, localement, on dit « au voisinage » du point A, la courbe C; peut étre
assimilée a un petit segment (infinitésimal) de pente f'(3).

df _dy
Ainsi, f/(3) = —=—= .....
o dy=....... signifie qu’au voisinage du point A une variation « infinitésimale » de

x, notée dz, entraine une variation « infinitésimale » des y notée dy des points de la
courbe Cy qui est égale & 2dux.

e dz=....... signifie qu’au voisinage du point A une variation « infinitésimale » des

ordonnées, dy, entraine une variation « infinitésimale » §dy des abscisses des points

de la courbe Cy.
e Le petit morceau de courbe (infinitésimal), en les points A et B, peut-étre assimilé

au segment [AB]. Cette longueur infinitésimale, notée d¢, est celle du segment [AB]
donc :

2 2 2
de? = dz? + dy? soit df = d$2+dy2etd—gzwwz 1+ dy
dx dx? dx

ds¢

Ainsi, [V/(z) = P V14 (x)?

dx, dy et df sont appelées des ..............

Détermination de I’équation différentielle de la chainette.

On recherche une équation différentielle dont les solutions sont des fonctions y représentants des chainettes.

On se place dans un repére orthonormé (O, 1,7 ) ou j est un vecteur vertical dirigé vers le haut (opposé au

champ de pesanteur).
Nous découpons la chainette en petits morceaux, chaque morceau étant compris entre les abscisses x et x + dx.
Ici dx désigne un réel aussi petit que l'on veut (infinitésimal). Nous noterons df le morceau infinitésimal de la
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chainette compris entre x et x + dx, et d¥ sa longueur. Trois forces s’appliquent a notre mini-bout de chainette :

e Le poids .... : c’est une force verticale, proportionnelle & la masse du morceau. Si u est la masse
linéique (la masse que ferait un métre de chaine, exprimée en kg/m), la masse de notre petit bout est pd/,

et son poids ?: —Pj =—pdlxgj
e La tensionenx, ..... : force tangente & la chainette en x.

e La tensionenx + dz, ........ : force tangente a la chainette en  + dz.

T T+ dx

Notre chaine étant en équilibre, le principe fondamental de la mécanique Newtonienne s’écrit :

Exercice n° 2:
1. Que nous apprend la premiére équation sur la tension horizontale T}, 7

2. On note a(x) l'angle représenté sur la figure ci-dessous :

(a) Quel est le lien entre cet angle et y la courbe représentant la chainette ?

T, (x)
Th

(b) Déduis-en l'égalité y”(z) =

~Th(@) 7

Exercice n°3: La seconde équation : En utilisant le résultat de calcul différentiel : ¢/ = /1 + /2 démontre

1 T
quey’ = —/I+y otta= 2.
a g
. : ) o . Th
La chainette est la solution de ’équation différentielle ................. ola=—
K1g

Il ne nous reste plus qu’a résoudre cette E.D :
Exercice n° 4:

1. En posant z(z) = y/(z) démontre que résoudre cette E.D d’ordre 2, revient a résoudre une E.D d’ordre 1.
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2. On pose z(z) = sh(u(z))
(a) Détermine I'expression de 2’ en fonction de u et '
(b) Détermine u(z). On rappelle que ch?(z) = 1 + sh(z)2.

(c) Détermine y

Exercice n°5: On note y(z) = ach(E + C'1> + Cy. Détermine C; et
a

Cy pour que le sommet de la chainette ait pour coordonnées (0, a).

Indications : On pourra commencer par calculer y'(0).

Proposition n° 1:
Etant donné une chainette, dans tout repére orthonormé ot ’axe des ordonnées est son axe de symétrie, laj

T
chainette est la courbe représentative de la fonction .............. ol a = —h, W étant la masse linéique
g

(de la chaine, de la corde, ou du cable) et g Uintensité de la pesanteur.

x
Dorénavant, on se placera dans le repére ou la chainette est définie par ¢,(x) = ach ()
a

Proposition n° 2:
La demi-longueur £ de la portion de la chainette de paramétre a comprise entre les abscisses —b et b
est ...

Proposition n° 3:
Pour une chainette de demi-longueur ¢ et de fleche hona:a= ...........
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%Proposition n°4:

Etant donnée une chainette définie par ¢,(x) = a ch(g) deéfinie sur [—b, b], h sa fleche, et £ sa demi-longueur.
- . a

Exercice n° 6:
1. Que vaut la tension si la chainette est rectiligne ?
2. Que vaut la tension si la longueur de la chainette est infinie ?

Exercice n° 7:

Deux pyloénes sont espacés de 50m. Quelle doit étre la
longueur en centimeétres du fil joignant ces deux pylénes
pour que la tension aux extrémités soit minimale ?

La résolution sera numérique, elle nécessitera l'usage de
—25 0 25 la calculatrice.
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