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I. Calculs matriciels.

1. Dé�nition d'une matrice.

Une matrice est un tableau de nombres réels (aij) repérés par leur numéro
de ligne i et de colonne j. On dit qu'une matrice est de dimensions (n,p)
lorsqu'elle est constituée de n lignes et de p colonnes.

Dé�nition:

Exemple no 1 :

A =

(
1 2 3
−1 4 5

)
est une matrice de dimension (2, 3), et a23 = 5 .

B =

(
−3 0
5 6

)
est une matrice carrée de dimension (2,2), et b12 = 0 .

C =

(
1
3
2

)
est une matrice colonne de dimension (3,1) et c31 = 2 .

D = (−1 3) est une matrice ligne de dimension (1,2) et d11 = − 1 .

Ainsi, un vecteur est une matrice ligne ou une matrice colonne.
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Exemple no 2 : A =

1 2 3
0 4 5
0 0 6

, B =

1 0 0
2 3 0
4 5 6

, et C =

(
1 0
0 2

)

A est une matrice

triangulaire supérieure � B est une matrice triangulaire inférieure

C est une matrice diagonale

2. Addition de matrices.

Les matrices A et B étant de même dimension (n, p). On dé�nit la matrice somme C = A+B
comme étant la matrice de dimension (n, p) obtenue en ajoutant terme à terme les éléments
de A et de B.

Dé�nition:

Exemple no 3 :(
1 2 3
−1 4 5

)
+

(
3 4 6
−3 0 −1

)
=

(

4 6 9
−4 4 4

)
(
7 −1
0 4

)
+

(
3 1
1 −2

)
=

(

10 0
1 2

)
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−5 7
1 4
9 3
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La matrice
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0 0
0 0
0 0
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est appelée la matrice nulle de dimension (3,2).
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L'addition de matrices est commutative : A+B = B +A.

L'addition de matrices de dimension (n, p) possède un élément neutre, la
matrice

nulle, notée 0, c'est une matrice de dimension (n, p) dont tous les
coe�cients sont nuls

Propriété:

Ainsi, si A =

(
1 3
3 5

)
, lorsqu'on écrit A+ 0, on écrit

(
1 3
3 5

)
+

(
0 0
0 0

)
.

Le vecteur nulle du plan s'écrit

(
0
0

)
ou
(
0 , 0

)
suivant que l'on note les

coordonnées en colonne ou en ligne. Dans les deux cas, c'est une matrice nulle.
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3. Multiplication d'une matrice par un nombre réel.

Si −→u

−43
11

 alors le vecteurs 5−→u a pour coordonnées



−20
15
55

, et −2−→u :



8
−6
−22

.

Il en est de même pour les matrices :

Lorsqu'on multiplie une matrice par un nombre, on obtient une matrice de même dimension
dont tous les éléments ont été multipliés par ce nombre.

Dé�nition:

Exemple no 4 : Si A =

9 8 7
6 5 4
3 2 1

 alors

2A =



18 16 14
12 10 8
6 4 2

 et −A = −1×A =



−9 −8 −7
−6 −5 −4
−3 −2 −1



A+ (−A) = A−A = 0 =

0 0 0
0 0 0
0 0 0


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Etant donnée une matrice A. La matrice −A = −1×A est appelée la matrice
opposée de A.

Dé�nition:
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Exercice no 1 :Soient A =

(
3 −5
4 2

)
et B =

(
1 0
2 3

)
.

2A− 3B =

(

6 − 10
8 4

)
−
(

3 0
6 9

)
=

(

3 − 10
2 − 5

)
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4. Produit d'une matrice ligne par une matrice colonne.

Le produit d'une matrice � ligne � (c'est-à-dire de dimension (1, p) ) par une
matrice colonne (c'est-à-dire de dimension (p, 1)) est � la somme des produits
des coe�cients entre eux �.

Dé�nition:

Si A = (a11 a12 . . . a1p) et B =

b11
b21
. . .
bp1


alors AB =

a11 × b11 + a12 × b21 + . . . + a1p × bp1

Exemple no 5 :

(3 5 2 −1)×

−241
6

 = 3× (−2) + 5× 4 + 2× 1 + (−1)× 6 = 10
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b11
b21
. . .
bp1


alors AB = a11 × b11

+ a12 × b21 + . . . + a1p × bp1

Exemple no 5 :

(3 5 2 −1)×

−241
6

 = 3× (−2) + 5× 4 + 2× 1 + (−1)× 6 = 10
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Exercice no 2 :Calcule (−1 0 7)×

(
8
4
10

)

= −1× 8 + 0× 4 + 7× 10 = 62
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5. Produit matriciel.

Etant donné une matrice A de dimension (a, b) et une matrice B de dimension
(c, d), le produit de la matrice A par la matrice B, noté AB, n'est dé�ni que si

b = c. La dimension du produit AB sera (a, d) :[
Matrice de

dimension (a, b)

]
×
[

Matrice de
dimension (b,d)

]
=

[
Matrice de

dimension (a,d)

]

Propriété:
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[
Matrice de

dimension (a, b)

]
×
[

Matrice de
dimension (b,d)

]
=

[
Matrice de

dimension (a,d)

]Propriété:

Exemple no 6 : Parmi ces matrices : A =

(
1 2
3 4

)
, B = (1 2) , et

C =

(
1 2 3
4 5 6

)
, lesquelles peuvent être multipliées entre elles ? Et dans ce cas,

quelle est la dimension de leur produit ?

� Le produit AB : (2, 2)× (1, 2) n'est pas dé�ni.
6=

� Le produit BA : (1, 2)× (2, 2) est dé�ni. BA est de dimension (1, 2).
=

� Le produit AC : (2, 2)× (2, 3) est dé�ni. AC est de dimension (2, 3).
=

� Le produit CA : (2, 3)× (2, 2) n'est pas dé�ni.
6=

� Le produit BC : (1, 2)× (2, 3) est dé�ni. BC est de dimension (1, 3).
=

� Le produit CB : (2, 3)× (1, 2) n'est pas dé�ni.
6=
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Pour que le produit d'une matrice A par une matrice B soit dé�ni, il faut que

le nombre de colonnes de A soit égal au nombre de lignes de B.

Corollaire

Rappel :[
Matrice de

dimension (a, b)

]
×

[
Matrice de

dimension (b,d)

]
=

[
Matrice de

dimension (a,d)

]
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Pour que le produit d'une matrice A par une matrice B soit dé�ni, il faut que

le nombre de colonnes de A soit égal au nombre de lignes de B.

Corollaire

Pour calculer le produit C =
(
cij
)
d'une matrice A =

(
aij
)
de dimension (n, p)

par une matrice B =
(
bij
)
de dimension

(
. . . , q

)

, on multiplie les � lignes � de la

matrice A par les � colonnes � de la matrice B :

cij =
(
ai1 ai2 . . . ain

)
b1j

b2j

. . .

bqj


L'élément cij de la matrice C = AB est égale au produit de la ie ligne de la

matrice A par la je colonne de B.
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Exemple no 7 : Considérons les matrices

A =

(
−1 1 4

2 0 3

)
et B =

 1 −2 4 0

5 1 −2 3

−2 0 1 −3

.

La dimension de A est
(
2,3
)
et celle de B est

(
3, 4
)
, donc le produit AB est

dé�ni. La dimension de la matrice AB sera
(
2, 4

)
.

−1 1 4

2 0 3




1 −2 4 0

5 1 −2 3

−2 0 1 −3




. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .




−1× 1 + 1× 5 + 4× (−2) = −4−1× (−2) + 1× 1 + 4× 0 = 3−1× 4 + 1× (−2) + 4× 1 = −2−1× 0 + 1× 3 + 4× (−3) = −92× 1 + 0× 5 + 3× (−2) = −42× (−2) + 0× 1 + 3× 0 = −42× 4 + 0× (−2) + 3× 1 = 112× 0 + 0× 3 + 3× (−3) = −9
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Exercice no 3 : A =

(
2 3 0
−1 1 4

)
, B =

(
3
1
0

)
, C =

(
0
4
7

)
, et D =

(
3 0
1 4
0 7

)
.

Calcule, s'ils sont possibles, les produits AB, AC, et AD.

Commençons par étudier le produit AB :

La dimension de A est
(
2,3
)
, celle de B est

(
3, 1
)
donc le produit AB est dé�ni.

2 3 0

−1 1 4




3

1

0




. . .

. . .




2× 3 + 3× 1 + 0× (0) = 9−1× (3) + 1× 1 + 4× 0 = −2

Donc AB =

(
9
−2

)
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Etudions le produit AD :

La dimension de A est
(
2,3
)
, celle de D est

(
3, 2
)
donc le produit AD est dé�ni.
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−1× 3 + 1× 1 + 4× 0 = −2

−1× 0 + 1× 4 + 4× 7 = 32
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9 12
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Exercice no 3 : En résumé :

AB =

(
9
−2

)
, AC =

(
12
32

)
, et AD =

(
9 12
−2 32

)
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Exercice no 4 :On note A la matrice

(
2 −1
4 1

)
et B la matrice

(
1 5
−2 3

)
.

1 Calcule AB
2 Calcule BA.

1. Calcule de AB :

B︷ ︸︸ ︷(
1 5

−2 3

)
(
2 −1
4 1

)
︸ ︷︷ ︸

A

(
1 7

2 23

)
︸ ︷︷ ︸

AB
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Exercice no 4 :On note A la matrice

(
2 −1
4 1

)
et B la matrice

(
1 5
−2 3

)
.

1 AB =

(
4 7
2 23

)
2 Calcule BA.

2. Calcule de BA :

A︷ ︸︸ ︷(
2 −1
4 1

)
(

1 5

−2 3

)
︸ ︷︷ ︸

B

(
22 4

8 5

)
︸ ︷︷ ︸

BA

On constate que AB 6= BA

Le produit matriciel n'est pas commutatif.

Propriété:
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6. Transposée d'une matrice.

La transposée d'une matrice A est la matrice dont les lignes sont les colonnes
de A. On la note tA.

Si A = (aij)1≤i≤n
1≤j≤p

, alors tA = (aji)1≤j≤p
1≤i≤n

Dé�nition: Transposée d'une matrice

Exemple no 8 :

Si A =

(
1 2
3 4
5 6

)
alors tA =

(
1 3 5
2 4 6

)
et t(tA) =

(
1 2
3 4
5 6

)
= A

Si B =

(
7 −3
0 2

)
alors tB =

(
7 0
−3 2

)
.
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I. Dé�nitions, généralités, Opérations.

Soit n ∈ N∗.
La matrice identité d'ordre n est

In =


1 0 . . . 0

0 1
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 . . . 0 1

.

Dé�nition: Matrice identité

Exemple no 9 : Calcule A× I3 :

−1 1 4

2 0 3




1 0 0

0 1 0

0 0 1




. . . . . . . . .

. . . . . . . . .




−1× 1 + 1× 0 + 4× 0 = −1−1× 0 + 1× 1 + 4× 0 = 1−1× 0 + 1× 0 + 4× 1 = 42× 1 + 0× 0 + 3× 0 = 22× 0 + 0× 1 + 3× 0 = 02× 0 + 0× 0 + 3× 1 = 3
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I. Calculs matriciels

Exemple no 10 :(
1 0
0 1

)
︸ ︷︷ ︸

I2

(
7 −3 8
11 4 −5

)
=

(

7 −3 8
11 4 −5

)
et

 3 15
17 0
−1 6

(1 0
0 1

)
︸ ︷︷ ︸

I2

=

 3 15
17 0
−1 6


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Exemple no 11 : I1 =

(
1
)
, I2 =

(
1 0
0 1

)
, I3 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

, et I4 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



M. Drouot BUT génie civil 25 / 33



Exemple no 11 : I1 =
(
1
)
, I2 =

(
1 0
0 1

)
, I3 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

, et I4 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



M. Drouot BUT génie civil 25 / 33



Exemple no 11 : I1 =
(
1
)
, I2 =

(
1 0
0 1

)
,

I3 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

, et I4 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



M. Drouot BUT génie civil 25 / 33



Exemple no 11 : I1 =
(
1
)
, I2 =

(
1 0
0 1

)
, I3 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

, et I4 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



M. Drouot BUT génie civil 25 / 33



Exemple no 11 : I1 =
(
1
)
, I2 =

(
1 0
0 1

)
, I3 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1



, et I4 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



M. Drouot BUT génie civil 25 / 33



Exemple no 11 : I1 =
(
1
)
, I2 =

(
1 0
0 1

)
, I3 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

, et I4 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



M. Drouot BUT génie civil 25 / 33



Exemple no 11 : I1 =
(
1
)
, I2 =

(
1 0
0 1

)
, I3 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

, et I4 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



M. Drouot BUT génie civil 25 / 33



II. Matrices carrées.

Une matrice carrée est une matrice ayant le même nombre de lignes que de colonnes. On dit
qu'une matrice carrée est d'ordre n si elle a n lignes, et donc n colonnes. L'ensemble des
matrices carrées d'ordre n est notéMn(R)

Dé�nition:

1. Puissances d'une matrice.

Du fait de nombre identique du nombre de lignes et de colonnes, on peut calculer la puissance
d'une matrice :

Soit A ∈Mn(K) et p ∈ N. On dé�nit les puissances de A de la façon suivante :

A0 = In et si n > 0, Ap = A×Ap−1

Dé�nition: An

Si A ∈Mn(K),

(Am)k = Amk et Am ×Ak = Am+k

Propriété:
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Du fait de nombre identique du nombre de lignes et de colonnes, on peut calculer la puissance
d'une matrice :

Soit A ∈Mn(K) et p ∈ N. On dé�nit les puissances de A de la façon suivante :

A0 = In et si n > 0, Ap = A×Ap−1

Dé�nition: An

Si A ∈Mn(K),

(Am)k = Amk et Am ×Ak = Am+k

Propriété:
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En général, (AB)k = (AB)× (AB) . . .× (AB)︸ ︷︷ ︸
k fois

6= AkBk,

sauf dans le cas particulier où

les deux matrices A et B commutent (AB = BA) :

(AB)2 = AB ×AB = A×B ×A︸ ︷︷ ︸
=AB

×B = A×A×B ×B = A2B2

Attention !
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II. Matrices carrées.

2. Matrice inverse.

Si A est une matrice carrée d'ordre n alors :

BA = In ⇐⇒ AB = In

Propriété:
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II. Matrices carrées.

Supposons que BA = In.

Considérons les applications linéaires f : Rn −→ Rn

x 7−→ Ax
et g : Rn −→ Rn

x 7−→ Bx
.

f(u) = f(v) ⇐⇒ Au = Av =⇒ BAu = BAv

=⇒ Inu = Inv

=⇒ u = v donc f est injective.

En dimension �nie, d'après le théorème du rang, une application linéaire injective est sur-
jective, donc bijective.

(g ◦ f)(x) = g(Ax) = BAx = Inx = x

Etant donné un y ∈ Rn, comme f est bijective, il existe, x ∈ Rn tel que y = f(x), donc

g(y) = g(f(x))

g(y) = (g ◦ f)(x)
g(y) = x

f(g(y)) = f(x)

ABy = y

Donc, AB = In.

Démonstration ardue.
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II. Matrices carrées.

Etant donnée une matrice A carrée d'ordre n. On dit que la matrice B est la matrice inverse
de A si, et seulement si,

AB = In ou BA = In

La matrice inverse de A est notée A−1.

Dé�nition:

Une matrice inversible n'a qu'une et une seule matrice inverse : car si une matrice carrée
A d'ordre n avait deux matrices inverses B et C, on aurait :

BAC = BAC

(BA)C = B(AC)

InC = BIn

C = B

Remarque
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II. Matrices carrées.

Etant donnée une matrice A carrée d'ordre n. On dit que la matrice B est la matrice inverse
de A si, et seulement si,

AB = In ou BA = In

La matrice inverse de A est notée A−1.

Dé�nition:

Une matrice inversible n'a qu'une et une seule matrice inverse : car si une matrice carrée
A d'ordre n avait deux matrices inverses B et C, on aurait :

BAC = BAC

(BA)C = B(AC)

InC = BIn

C = B

Remarque

M. Drouot BUT génie civil 30 / 33



II. Matrices carrées.

Etant donnée une matrice A carrée d'ordre n. On dit que la matrice B est la matrice inverse
de A si, et seulement si,

AB = In ou BA = In

La matrice inverse de A est notée

A−1.

Dé�nition:

Une matrice inversible n'a qu'une et une seule matrice inverse : car si une matrice carrée
A d'ordre n avait deux matrices inverses B et C, on aurait :

BAC = BAC

(BA)C = B(AC)

InC = BIn

C = B

Remarque

M. Drouot BUT génie civil 30 / 33



II. Matrices carrées.

Etant donnée une matrice A carrée d'ordre n. On dit que la matrice B est la matrice inverse
de A si, et seulement si,

AB = In ou BA = In

La matrice inverse de A est notée A−1.

Dé�nition:

Une matrice inversible n'a qu'une et une seule matrice inverse :

car si une matrice carrée
A d'ordre n avait deux matrices inverses B et C, on aurait :

BAC = BAC

(BA)C = B(AC)

InC = BIn

C = B

Remarque

M. Drouot BUT génie civil 30 / 33



II. Matrices carrées.

Etant donnée une matrice A carrée d'ordre n. On dit que la matrice B est la matrice inverse
de A si, et seulement si,

AB = In ou BA = In

La matrice inverse de A est notée A−1.

Dé�nition:

Une matrice inversible n'a qu'une et une seule matrice inverse :

car si une matrice carrée
A d'ordre n avait deux matrices inverses B et C, on aurait :

BAC = BAC

(BA)C = B(AC)

InC = BIn

C = B

Remarque

M. Drouot BUT génie civil 30 / 33



II. Matrices carrées.

Etant donnée une matrice A carrée d'ordre n. On dit que la matrice B est la matrice inverse
de A si, et seulement si,

AB = In ou BA = In

La matrice inverse de A est notée A−1.

Dé�nition:

Une matrice inversible n'a qu'une et une seule matrice inverse : car si une matrice carrée
A d'ordre n avait deux matrices inverses B et C, on aurait :

BAC = BAC

(BA)C = B(AC)

InC = BIn

C = B

Remarque

M. Drouot BUT génie civil 30 / 33



II. Matrices carrées.

Etant donnée une matrice A carrée d'ordre n. On dit que la matrice B est la matrice inverse
de A si, et seulement si,

AB = In ou BA = In

La matrice inverse de A est notée A−1.

Dé�nition:

Une matrice inversible n'a qu'une et une seule matrice inverse : car si une matrice carrée
A d'ordre n avait deux matrices inverses B et C, on aurait :

BAC = BAC

(BA)C = B(AC)

InC = BIn

C = B

Remarque

M. Drouot BUT génie civil 30 / 33



II. Matrices carrées.

Etant donnée une matrice A carrée d'ordre n. On dit que la matrice B est la matrice inverse
de A si, et seulement si,

AB = In ou BA = In

La matrice inverse de A est notée A−1.

Dé�nition:

Une matrice inversible n'a qu'une et une seule matrice inverse : car si une matrice carrée
A d'ordre n avait deux matrices inverses B et C, on aurait :

BAC = BAC

(BA)C = B(AC)

InC = BIn

C = B

Remarque

M. Drouot BUT génie civil 30 / 33



II. Matrices carrées.

Etant donnée une matrice A carrée d'ordre n. On dit que la matrice B est la matrice inverse
de A si, et seulement si,

AB = In ou BA = In

La matrice inverse de A est notée A−1.

Dé�nition:

Une matrice inversible n'a qu'une et une seule matrice inverse : car si une matrice carrée
A d'ordre n avait deux matrices inverses B et C, on aurait :

BAC = BAC

(BA)C = B(AC)

InC = BIn

C = B

Remarque

M. Drouot BUT génie civil 30 / 33



II. Matrices carrées.

Etant donnée une matrice A carrée d'ordre n. On dit que la matrice B est la matrice inverse
de A si, et seulement si,

AB = In ou BA = In

La matrice inverse de A est notée A−1.

Dé�nition:

Une matrice inversible n'a qu'une et une seule matrice inverse : car si une matrice carrée
A d'ordre n avait deux matrices inverses B et C, on aurait :

BAC = BAC

(BA)C = B(AC)

InC = BIn

C = B

Remarque

M. Drouot BUT génie civil 30 / 33



II. Matrices carrées.

Etant donnée une matrice A carrée d'ordre n. On dit que la matrice B est la matrice inverse
de A si, et seulement si,
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Dé�nition:

Si la matrice A est inversible, son inverse ne s'écrit pas
1

A
.

D'ailleurs, si on écrivait
1

A
, que

signi�erait 1 ?

Remarque
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II. Matrices carrées.

Exemple no 12 : Considérons les matrices A =

(
1 2
−1 −1

)
, B =

(
−1 −2
1 1

)
, et

C =

(
3 −2
0 1

)

� AB =

(
1 2
−1 −1

)(
−1 −2
1 1

)
=

(

1 0
0 1

)

� BA =

(
−1 −2
1 1

)(
1 2
−1 −1

)
=

(

1 0
0 1

)
 donc A−1 =

Si A est une matrice inversible, A × A−1 = A−1 × A = In. Autrement dit, une matrice
inversible commute avec sa matrice inverse.

Propriété:
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C
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