Optimisation.

M. Drouot Diagonalisation.



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Lorsqu’on a une fonction ayant plusieurs variables, on peut la dérivées suivant chacune de ses
variables :

M. Drouot Diagonalisation. 2/7



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Lorsqu’on a une fonction ayant plusieurs variables, on peut la dérivées suivant chacune de ses
variables :

Exemple n° 1 : Considérons les deux fonctions f et g définies sur R3 par

flx,y) =% + 2y — 2% et g(z,y, 2) = 3z2yz + 3.

M. Drouot Diagonalisation.



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Lorsqu’on a une fonction ayant plusieurs variables, on peut la dérivées suivant chacune de ses
variables :

Exemple n° 1 : Considérons les deux fonctions f et g définies sur R3 par
flx,y) =% + 2y — 2% et g(z,y, 2) = 3z2yz + 3.

of _ of _ of _ % _ % _ bg _

dx dy 8z dr dy 0z

M. Drouot Diagonalisation.



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Lorsqu’on a une fonction ayant plusieurs variables, on peut la dérivées suivant chacune de ses
variables :

Exemple n° 1 : Considérons les deux fonctions f et g définies sur R3 par
flx,y) =% + 2y — 2% et g(z,y, 2) = 3z2yz + 3.

of _ of _ % _ 9 _ bg _

a—f = 32 = = = =
oz oy 0z oz dy 0z

M. Drouot Diagonalisation.



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Lorsqu’on a une fonction ayant plusieurs variables, on peut la dérivées suivant chacune de ses
variables :

Exemple n° 1 : Considérons les deux fonctions f et g définies sur R3 par
flx,y) =% + 2y — 2% et g(z,y, 2) = 3z2yz + 3.

of _, 9F_ % _ 9 _ bg _

a—f = 32 = = = =
oz oy 0z oz dy 0z

M. Drouot Diagonalisation.



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Lorsqu’on a une fonction ayant plusieurs variables, on peut la dérivées suivant chacune de ses
variables :

Exemple n° 1 : Considérons les deux fonctions f et g définies sur R3 par
flx,y) =% + 2y — 2% et g(z,y, 2) = 3z2yz + 3.

of of of
L =32 L =2 4 =_2 = = =
ox v dy 0z # ox oy 0z

% _ % _ 99

M. Drouot Diagonalisation.



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Lorsqu’on a une fonction ayant plusieurs variables, on peut la dérivées suivant chacune de ses
variables :

Exemple n° 1 : Considérons les deux fonctions f et g définies sur R3 par
flx,y) =% + 2y — 2% et g(z,y, 2) = 3z2yz + 3.
Og Og 9g

of of of
—:32 — =2 —_ = =2 — =6 -_— = — =
oz v oy 0z * oz = dy 0z

M. Drouot Diagonalisation.



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Lorsqu’on a une fonction ayant plusieurs variables, on peut la dérivées suivant chacune de ses
variables :

Exemple n° 1 : Considérons les deux fonctions f et g définies sur R3 par

flx,y) =% + 2y — 2% et g(z,y, 2) = 3z2yz + 3.
dg 2 dg

af of of
L _gp2 L _—2o P — — =6 — =3 — =
ox v dy 0z # ox = oy vE 0z

M. Drouot Diagonalisation.



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Lorsqu’on a une fonction ayant plusieurs variables, on peut la dérivées suivant chacune de ses
variables :

Exemple n° 1 : Considérons les deux fonctions f et g définies sur R3 par

flx,y) =% + 2y — 2% et g(z,y, 2) = 3z2yz + 3.
dg 2 dg

of of of
L 82 L _2 —_ = =2 — =6 — =3 2 = 32
ox v dy 0z # ox = oy vE 0z vy

M. Drouot Diagonalisation. 2/7



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Lorsqu’on a une fonction ayant plusieurs variables, on peut la dérivées suivant chacune de ses
variables :

Exemple n° 1 : Considérons les deux fonctions f et g définies sur R3 par

flx,y) =% + 2y — 2% et g(z,y, 2) = 3z2yz + 3.

of of of dg 99 99
— =322 - =2 - = -2 —~ =6 —~ = 32 - = 3x2
oz v oy 0z * oz = dy vE 0z vy
Exemple n°2 :
8(332y2 —yr + 2) 3(:04 — 4y5)
P T o9 e
0(x?y? — yz +2) d(5a% — b2a?)
By A .
(x?y? — yz + 2) o(1 — abc — a*)
o — 2 L 0 — L =
0z da

M. Drouot Diagonalisation. 2/7



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Lorsqu’on a une fonction ayant plusieurs variables, on peut la dérivées suivant chacune de ses
variables :

Exemple n° 1 : Considérons les deux fonctions f et g définies sur R3 par
flx,y) =% + 2y — 2% et g(z,y, 2) = 3z2yz + 3.

a—f—3m2 g:Z g——2z @:Gazyz @:szz @:szy

dr dy 8z ox oy 0z

Exemple n°2 :

M. Drouot Diagonalisation.

0(22y? — yo +2) o(z* — 4y°)
g I T opy? — —_——— L = e
° oz i Y dy
0(z%y? —yzr +2) a(5a2 — b%a3)
By T 5 =
O(x2y? — ya +2) 9(1 — abc — a*)
@ —————————————————————— = e @ —————————————————— = e
0z da



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Lorsqu’on a une fonction ayant plusieurs variables, on peut la dérivées suivant chacune de ses
variables :

Exemple n° 1 : Considérons les deux fonctions f et g définies sur R3 par

flx,y) =% + 2y — 2% et g(z,y, 2) = 3z2yz + 3.

of of of dg 99 99
— =322 - =2 - = -2 —~ =6 —~ = 32 - = 3x2
ox v dy 0z # ox = oy vE 0z vy
Exemple n°2 :
2,2 _ 2 4_45
owz2my2—y OM: .....................
ox dy
2,2
Gt L ) P o V)
Oy ab
(x?y? — yz + 2) o(1 — abc — a*)
o — T L= 0O — L =
0z da

M. Drouot Diagonalisation. 2/7



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Lorsqu’on a une fonction ayant plusieurs variables, on peut la dérivées suivant chacune de ses

variables :

Exemple n° 1 : Considérons les deux fonctions f et g définies sur R3 par

flx,y) =% + 2y — 2% et g(z,y, 2) = 3z2yz + 3.

of _

_s22 Y _y
Ox

dy

Exemple n°2 :

(x?y? — yz + 2)
° oz

8(x2y2 —yx + 2)
° —

8(:v2y2 —yx + 2)
e — - - @@ 7 =
0z

1o}
of _ o,
0z
2zy® —y
222y —
0

M. Drouot

@ = 6xyz @ = 3x22 99 = 3x2%y
oz dy 0z
o(z* — 4y5) B
o9 e
o(5a® —b%a®)
5 .
8(1 — abc — a4)
@ ———————————— = e e
da

Diagonalisation.



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Lorsqu’on a une fonction ayant plusieurs variables, on peut la dérivées suivant chacune de ses

variables :

Exemple n° 1 : Considérons les deux fonctions f et g définies sur R3 par

flx,y) =% + 2y — 2% et g(z,y, 2) = 3z2yz + 3.

of _

_s22 Y _y
Ox

dy

Exemple n°2 :

(x?y? — yz + 2)
° oz

8(x2y2 —yx + 2)
° —

8(:v2y2 —yx + 2)
e — - - @@ 7 =
0z

1o}
of _ o,
0z
2zy® —y
222y —
0

M. Drouot

@ = 6zyz @ = 3x22 99
oz dy 0z
4 _ 4.5
o =) s
Jy
9(5a? — b?a?)
o —— L — ...
ab
8(1 — abc — a4)
@ —mm—— — ...
da

Diagonalisation.



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Lorsqu’on a une fonction ayant plusieurs variables, on peut la dérivées suivant chacune de ses
variables :

Exemple n° 1 : Considérons les deux fonctions f et g définies sur R3 par

flx,y) =% + 2y — 2% et g(z,y, 2) = 3z2yz + 3.

a—f:3m2 g:2 g:—2z @:633?;2 @:szz @:szy
oz oy 0z oz dy 0z
Exemple n°2 :
2,2 2 Ozt — 445
° —8(33 Y yr + ) =2zxy? —y ° 7(:6 Y ) = 423
ox dy
O(z2y? — 2 2 _ 2,3
0M22w2y—w QM:_gbai’:
oy ab
2,2 _ — —at
o MW mwhd) o —abe—ah)
0z da
M. Drouot Diagonalisation.



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Lorsqu’on a une fonction ayant plusieurs variables, on peut la dérivées suivant chacune de ses
variables :

Exemple n° 1 : Considérons les deux fonctions f et g définies sur R3 par

flx,y) =% + 2y — 2% et g(z,y, 2) = 3z2yz + 3.

of of of Og Og 9g
L =32 L =2 e — = —6 - — 3x2 -2 — 3x2
ox v dy 0z # ox = oy vE 0z vy
Exemple n°2 :
2,2 2 Ozt — 445
° —8(33 Y yr + ) =2zxy? —y ° 7(:6 Y ) = 423
ox dy
(w242 — 2 2 _ 2.3
0M22w2y—w QM:_gbai’:
Oy b
2,2 2 1— _ 44
o 2@y —yrt2) o 20 —abe—ah) L4
0z da

M. Drouot Diagonalisation. 2/7



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Exemple n° 3 : Considérons la fonction f définie sur R?* par f(a,b,c,d) = a?b — abc? + bv2d3

M. Drouot Diagonalisation. 3/7



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Exemple n° 3 : Considérons la fonction f définie sur R?* par f(a,b,c,d) = a?b — abc? + bv2d3

O of _

B T e B T e
) <8f> B 9 (8f> _

2l ) = 2l g ) = o

M. Drouot Diagonalisation. 3/7



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Exemple n° 3 : Considérons la fonction f définie sur R?* par f(a,b,c,d) = a?b — abc? + bv2d3

.ﬁ = 2ab — c2?b ﬂ R
da Jc

9 (ﬂ) _ 9 (ﬁ) _

9al\ag) = Sa g ) =

M. Drouot Diagonalisation. 3/7



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Exemple n° 3 : Considérons la fonction f définie sur R?* par f(a,b,c,d) = a?b — abc? + bv2d3

.ﬁ = 2ab — c2?b ﬂ R
da Jc

9 (ﬁ) — 25 9 (ﬁ) U TUUSUR

da \ Oa da \ Oc

M. Drouot Diagonalisation. 3/7



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Exemple n° 3 : Considérons la fonction f définie sur R?* par f(a,b,c,d) = a?b — abc? + bv2d3

.ﬁ = 2ab — c?b ﬂ = —2abc

da Jc
9 (ﬁ) — 2 9 (ﬁ) USRS
da \ Oa da \ Oc

M. Drouot Diagonalisation. 3/7



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Exemple n° 3 : Considérons la fonction f définie sur R?* par f(a,b,c,d) = a?b — abc? + bv2d3

.ﬁ = 2ab — c?b ﬂ = —2abc

da Jc
E(ﬁ):% E(Q)ZM:_%C
da \ da da \ dc da

M. Drouot Diagonalisation. 3/7



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Exemple n° 3 : Considérons la fonction f définie sur R?* par f(a,b,c,d) = a?b — abc? + bv2d3

og = 2ab — c?b ﬂ = —2abc

da Jc
E(ﬁ):% E(ﬁ _ 9(=2abe) _ .
da \ da da \ dc da

A

a (0 . 9%f 3 L., o
— | = ) est notée —, et appelée la dérivée seconde de f par rapport a a.
da \ da da?




|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Exemple n° 3 : Considérons la fonction f définie sur R?* par f(a,b,c,d) = a?b — abc? + bv2d3

og = 2ab — c?b ﬂ = —2abc
da Jc
o(—2

9 (01N _,, 0 (0F _ O(=2abe) _ .

da \ da da \ Oc da

o (of . 9%f . . .
— | = ) est notée —, et appelée la dérivée seconde de f par rapport a a.
da \ da da?

o (0 2
— (—f est notée o°f , et appelée la dérivée seconde de f par rapport a c puis a a.
da \ Oc dadc

M. Drouot Diagonalisation. 3/7



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Exemple n° 3 : Considérons la fonction f définie sur R?* par f(a,b,c,d) = a?b — abc? + bv2d3

.ﬁ = 2ab — c?b ﬂ = —2abc

da Jc
E(af):% g(ﬁ)zwz_%c
da \ da da \ dc da

A

9 [ 2 .
— of est notée —f et appelée la dérivée seconde de f par rapport a a.
da da?

da
a [0 92 . .
‘—f est notée f , et appelée la dérivée seconde de f par rapport a c puis a a.
da \ Oc dadc
82
Remarque : Dans I'expression 0o’ on dérive en premier par rapport a la variable la plus a
- a

droite au dénominateur.

M. Drouot Diagonalisation. 3/7



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Exemple n° 3 : Considérons la fonction f définie sur R?* par f(a,b,c,d) = a?b — abc? + b2d>

M. Drouot Diagonalisation. a/7



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Exemple n° 3 : Considérons la fonction f définie sur R?* par f(a,b,c,d) = a?b — abc? + b2d>

2f 9( )

® T b

M. Drouot Diagonalisation. a/7



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Exemple n° 3 : Considérons la fonction f définie sur R?* par f(a,b,c,d) = a?b — abc? + b2d>

82f 0(a?—ac?+2bd%)

® T b

M. Drouot Diagonalisation. a/7



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Exemple n° 3 : Considérons la fonction f définie sur R?* par f(a,b,c,d) = a?b — abc? + b2d>

. ﬁ: 9(a? — ac? + 2bd® ) — 08
ob2 ob

R ) _

od2 ad

M. Drouot Diagonalisation. a/7



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Exemple n° 3 : Considérons la fonction f définie sur R?* par f(a,b,c,d) = a?b — abc? + b2d>

. ﬁ: 9(a? — ac? + 2bd® ) — 08
ob2 ob

J 2 o b2 )

od2 ad

M. Drouot Diagonalisation. a/7



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Exemple n° 3 : Considérons la fonction f définie sur R?* par f(a,b,c,d) = a?b — abc? + b2d>

82f 0(a?—ac?+2bd%)

e —— = = 2d3
ob2 ob
2 o( 3b%d?
° ﬁ — g — 6b3d
od? od
oo ) _
a2 Oc o

M. Drouot Diagonalisation. a/7



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Exemple n° 3 : Considérons la fonction f définie sur R?* par f(a,b,c,d) = a?b — abc? + b2d>

. ﬁ: 9(a? — ac? + 2bd® ) — 08
ob2 ob

2 a( 3b2d?
° of = 7( ) = 6b3d
od? od

02 f _ 8( —2acb ) B

c2 dc

M. Drouot Diagonalisation. a/7



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Exemple n° 3 : Considérons la fonction f définie sur R?* par f(a,b,c,d) = a?b — abc? + b2d>

82f 0(a?—ac?+2bd%)

o — L = = 2d3
b2 b
2 2 g2
oﬁ:a( 3b2d ):6b2d
dd? ad
2 —
R & f _ o( 2ach ) — oub
Oc? Oc
. _o( ) _
dadb da B

M. Drouot Diagonalisation. a/7



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Exemple n° 3 : Considérons la fonction f définie sur R?* par f(a,b,c,d) = a?b — abc? + b2d>

82f 0(a?—ac?+2bd%)

0o — L — = 2d3
ob2 ob
2 o( 3b%d?
° of = 7( ) = 6b3d
od? od
2 —2acb
° ﬂ = 78( ac ) = —2ab
Oc? Oc
22f  0(a?—ac®+2bd3)
o = =
dadb da

M. Drouot Diagonalisation. a/7



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Exemple n° 3 : Considérons la fonction f définie sur R?* par f(a,b,c,d) = a?b — abc? + b2d>

82f 0(a?—ac?+2bd%)

e —— = = 2d3
ob2 ob
2 o( 3b%d?
° of = 7( ) = 6b3d
od? od
2 —2acb
° ﬂ = 78( ac ) = —2ab
Oc? Oc
. 9% f _ 8(a? —ac? 4 2bd?®) og o2
dadb da
oo ) _
dcda dc -

M. Drouot Diagonalisation. a/7



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Exemple n° 3 : Considérons la fonction f définie sur R?* par f(a,b,c,d) = a?b — abc? + b2d>

82f 0(a?—ac?+2bd%)

0o — L — = 2d3
ob2 ob
2 o( 3b%d?
° ﬁ — g — 6b3d
od? od
2 —2ach
o f_0o( —2acb )
Oc? Oc
. (92}”23(112—1102—{—2bd3):za_c2
dadb da
82f  9(2ab—bc?)
o = =
dcda dc

M. Drouot Diagonalisation. a/7



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Exemple n° 3 : Considérons la fonction f définie sur R?* par f(a,b,c,d) = a?b — abc? + b2d>

82f 0(a?—ac?+2bd%)

e —— = = 2d3
ob2 ob
2 o( 3b%d?
° of = 7( ) = 6b3d
od? od
2 —2ach
° ﬂ = 78( ac ) = —2ab
Oc? Oc
. (92}”23(112—1102—{—2bd3):za_c2
dadb da
2 9( 2ab — bc?
° o°f = ( @ ¢ ) = —2bc
dcda dc
C o )
dbda ob B

M. Drouot Diagonalisation. a/7



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Exemple n° 3 : Considérons la fonction f définie sur R?* par f(a,b,c,d) = a?b — abc? + b2d>

82f 0(a?—ac?+2bd%)

o — = = 2d3
b2 ob
2 a( 3b%2d?
° ot 7( ) = 6b3d
od? od
2 —2acb
o #f_o( —2acb )
Oc? dc
. (92}”23(112—1102—{—2bd3):za_c2
0adb da
2 9( 2ab — bc?
° o°f = ( ¢ < ) = —2bc
dcda dc

22f  9(2ab—bc?)
obda b

M. Drouot Diagonalisation. a/7



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

Exemple n° 3 : Considérons la fonction f définie sur R?* par f(a,b,c,d) = a?b — abc? + b2d>

82f 0(a?—ac?+2bd%)

o — = = 2d3
ob2 ob
2 o( 3b%d?
° ot 7( ) = 6b3d
od? od
2 —2acb
° ﬂ = 78( ac ) = —2ab
Oc? Oc
2 d( a® — ac? + 2bd®
oaf: (a ac” + ):th—c2
dadb da
2 9( 2ab — bc?
° o°f = ( @ ¢ ) = —2bc
dcda dc
2 2 _ 2
°6f:a( ab bc):2a_02
0bda ob

M. Drouot Diagonalisation. a/7



|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

92f  9(a”®—ac?+2bd?)

it - = 2d3
° o2 b
2 o( 3b%d?
° ﬂ = 7( ) = 6b3d
od? ad
2 o( —2achb
o #f_o( —2acb )
Oc? Oc
R 0(a? — ac? 4 2bd3) o o2
0adb da
2 2ab — bc?
° o°f ::6( i ¢ ) = —2bc
dcda dc
2 2ab — bc?
oaf:a(a C):2a—c2
obda ob

Théoréme de Schwarz
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a y continues, alors : =
Y dzdy
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= (@)
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% (o)

—I\Z,

ay Y
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1. Gradient d’une fonction a deux variables.

= PR

Deflmtlon:

Soit f : R?2 — TR une fonction admettant des dérivées partielles. Le gradient de f en
(x,y) € R2, noté gradf(x), est le vecteur :

2 (e,9)
gradf(z,y) = i

7 (z,)

ay Y

\ J

Les physiciens et les anglo-saxons notent souvent ?f(a:) ou Vf(x) pour gradf(x). Le symbole
V se lit « nabla ».
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|. Dérivées partielles et calcul différentiel.

2. Hessienne d’une fonction & deux variables.

= /A 0n0
Deflmtlon:
Si une fonction réelle f de deux variables réelles admet des dérivées partielles d’ordre 2 par|
rapport a = et y, on appelle matrice hessienne de f en (z,y) la matrice :

o%f o%f

v2 €,y) = Oox Ox0y
Ny = | 0 o
oxdy  Oy?
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Il. Application a |'étude des fonctions a deux variables.

1. Fonction a une variable.

On suppose que les fonctions que nous allons étudier sont deux fois dérivables, de dérivées
secondes continues.
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f a un minimum en a : f aun maximum en a :
T a x a
f'(=@) 0 /(=) 0

o) \ / o) / f(a) \

fla)
' (z) ()
Théoréme Théoréme
Si f'(a) =0et f(a) > 0, alors f a un Si f'(a) = 0et f"(a) <0, alors f aun
L en a. L en a.
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. Application a I'étude des fonctions a deux variables.
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Il. Application a |'étude des fonctions a deux variables.

A
Cyr
! J'(=3) =0
80 T
60 T
40T
=)
Q
L 1
Pk 20 T 2
W\ Sl
x >
— 2
—20 +
—40 +
Cy @) =0
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Il. Application a |'étude des fonctions a deux variables.

2. Fonction a deux variables.

Fonction a une variable y = f(x) Fonction a deux variables z = f(x,y)
Points critiques : on recherche les = qui | Points critiques : on recherche les couples (z,y)
annulent la dérivée qui annulent le gradient

of
— 7/ =0
fl(@) =0 f(z,y) = 0, soit { 7
of
i a—}
dy
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Il. Application a |'étude des fonctions a deux variables.
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S

| Un point critique n'est pas nécessairement un extremum.

Point selle

On voit que le minimum On voit que les vecteurs Un minimum suivant |'axe
repousse les vecteurs gradients pointent bien vers (Oz) et un maximum
gradients. le maximum. suivant I'axe (Oy)
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Il. Application a |'étude des fonctions a deux variables.

Exercice n°5: On considére la fonction définie sur R? par f(z,y) = z* — 222 + 2y® + 2.
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